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Sur la multiplication complexe dans les fonctions elliptiques 


et, en particulier, sur la multiplication par V — 23; 


Par M. G.-H. HALPHEN. 


PREAMBULE. 


Une des belles découvertes d’Abel, tout juste indiquée dans ses 
OEuvres, la multiplication complexe des fonctions elliptiques, a été, 
avec éclat, tirée de l’oubli par M. Kronecker et par M. Hermite. Dès 
le premier travail publié sur ce sujet par M. Kronecker (Monatsbe- 
richte, 1857), on voit apparaître, entre cette théorie et celle des 
formes arithmétiques, des liens si étroits que l’admirable création de 
Gauss semble imaginée tout exprès. Cette liaison ne se montre pas 
moins dans le Mémoire composé par M. Hermite à la même époque 
(Comptes rendus de 1859). La multiplication complexe n’y est pas le 
but : c’est le moyen que M. Hermite emploie pour trouver, dans les 
transformations du septième et du onzième ordre, la réduite de Gal- 


92937 
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lois. C’est dans ce Mémoire cependant, si riche en résultats nouveaux, 
qu'on voit, apres les exemples élémentaires, la première collection de 
fonctions à multiplication complexe, calculées numériquement avec 
une élégance extrême. A la même époque, le R. P. Joubert (Comptes 
rendus de 1860) et M. Kronecker (Monatsberichte de 1862), dont les 
travaux, sur ce sujet, n'ont cessé de se poursuivre, ont donné aussi 
beaucoup d’autres exemples. Enfin, dans ces deux dernières années, la 
multiplication complexe a été l’objet de Mémoires importants, dus à 
M. Stuart (Quarterly Journal, XX), M. Sylow (ce Journal, 1887), 
M. Weber (Acta mathematica), M. Pyck (Math. Annalen) et enfin 
M. Greenhill (Proc. of London Math. Soc., 1888). Je n’ai point à 
analyser ici ces Mémoires pleins d'intérêt au point de vue, soit de la 
théorie générale, soit des résultats numériques. Sous ce dernier point 
de vue, le Mémoire de M. Greenhill, tout récent, résume et dépasse les 
travaux antérieurs. 

Pour la recherche effective des fonctions à multiplication complexe, 





sauf en quelques cas, comme la multiplication par V— 7 UN 55 
(Hermire, Equations modulaires, p. 55), on a employé, jusqu’à pré- 
sent, des moyens détournés, quoique d’un grand intérêt : tantôt on 
utilise les équations modulaires déjà connues, tantôt on calcule, à l’aide 
des séries de Jacobi, les coefficients d’une équation résolvante. Ce dernier 
moyen, extrémement curieux cependant, est bien étranger a l’Algébre 
et surtout exige des opérations bien laborieuses. Le premier moyen 
conduit, en général, à des équations qu'il faut décomposer en plusieurs 
autres (') ou bien qui ne donnent pas aisément, sous leur forme défi- 
nitive, toutes les inconnues. 

D'ailleurs, quoique l’on veuille penser de ces critiques, il était inté- 
ressant de chercher des moyens directs. Je me propose, dans le Mé- 


(1) La cause de cette décomposition sera expliquée ici parmi les Principes 
généraux. Il y a plusieurs exemples, dignes de remarque, où cette décomposi- 
tion est évitée par l'emploi d'équations modulaires irrationnelles; on le verra 
dans le Mémoire de M. Greenhill. Mais c’est là un accident heureux, qui se pro- 
duit seulement en des cas dont le nombre est très limité. Pour obtenir une équa- 
tion sans facteurs étrangers, M. Kronecker a indiqué une méthode générale, 
fondée sur l’emploi simultané de l'équation modulaire et de l'équation au mul- 


tiplicateur. 
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moire actuel, de montrer, sur un exemple, l'emploi d’un tel moyen, 
si direct et si simple, en théorie du moins, qu’il suffira, pour me suivre 
jusqu’au bout, de posséder les premiers éléments des fonctions ellip- 
tiques. Afin de faciliter cette tâche, j’ai placé au début un exposé ra- 
pide des principes généraux de la multiplication complexe, ressemblant 
beaucoup à celui qu’a déjà fait M. Sylow. 

L'exemple choisi est celui de la multiplication par ÿ— 23. Il existe 
six fonctions admettant cette multiplication. Pour le nombre 23,comme 
pour tous ceux qui sont de la forme 87 — 1, ce qu'on a obtenu, jusqu’à 
présent, ne suffit point. Dans son beau travail de 1860, le R. P. Jou- 
bert, parmi beaucoup d’autres résultats, a donné explicitement deux 
équations, du troisième degré, dont chaque racine est égale, pour l’une 
des six fonctions, au produit du module par son complémentaire. Il 
resterait à trouver eflectivement les modules qui doivent contenir 


seulement une seule irrationnelle, outre ÿ— 23. Cette circonstance in- 
dique suffisamment que l’on n’a pas choisi l’inconnue la mieux appro- 
price. La même observation s'applique à l'équation, d’ailleurs très 
élégante, donnée pour le même objet par M. Greenhill. On pourrait 
d’abord être surpris de me voir exiger le module lui-méme, quand on 
sait fort bien que le produit du module et de son complément définit 
explicitement les invariants. Il est vrai que le résultat obtenu par le 
R. P. Joubert suffit à définir ces invariants; mais il ne suffit point 
pour faire connaître, sans nouvelle irrationnelle, la formule même de 
multiplication. | 

Au point de vue des résultats, c’est donc un complément que j'ap- 
porte à ce qui était acquis. Mais c’est surtout par la méthode employée 
que ce travail, sans prétention, mérite peut-être un instant d’atten- 
tion. 


PRINCIPES GENERAUX. 


Rappelons tout d’abord les principes. 

Soit ¢ une constante qu'on désignera sous le nom de multiplicateur. 

Soit wun argument variable, soit encore ¢ le produit de w par le 
multiplicateur, 
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On sait que, si € est un nombre entier, pe est une fonction ration- 
nelle de pu. Le méme fait peut-il se présenter pour d’autres valeurs 
de €? 

Soient 26 et 2’ les périodes. Comme pu ne change point quand 
on ajoute ces périodes à l'argument w et que tout autre changement de 
l'argument, sauf le changement du signe, altère la fonction p, comme 
aussi pe doit avoir une seule valeur pour chaque valeur de pu, il faut 
que les produits de € par 2 et 2w' soient eux-mêmes des périodes, 
qu'on ait donc 


(1) co = pO + qu’, ew’ = rw + sw’, 
P; 7,7; 8 élant des nombres entiers. De là se conclut 
(2) (po + qo’ )w’=(ro+ sw’)o. 
Mettons de côté le cas où l’on supposerait 
JD: T= Op ae, 


qui est celui de la multiplication ordinaire, € étant alors un nombre 
entier. Pour tout autre cas, la relation (2) n’est pas identique. Elle 
exprime une condition entre les périodes : pour qu’il existe une 
multiplication, autre que la multiplication ordinaire, il faut et il 
suflit que le rapport des périodes soit racine d’une équation du 
second degré à coefficients entiers. Cestune condition nécessaire, on 
vient de le voir; suffisante aussi : pour s’en convaincre, il suffit d’ob- 
server que, ¢étant choisi conformément aux égalités (1), concordantes 
d’après la relation (2) supposée, pe n’a effectivement qu’une seule 
valeur quand pu est donné. 

Ils’agit de trouver l'expression de pe, en fonction de pu. Cher- 
chons donc les pôles de cette fonction, considérée comme dépendant 
de wu. 

Des égalités (1) et (2), on peut tirer 
oO Sw — qu/ wo! pw’—ro 


me Gee TS 


1) | 
N = ps — qr. 


MULTIPLICATION COMPLEXE DANS LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. Qg 


e ' v ist , AY ’ 
En conséquence, les valeurs de wu = -; qui rendent + égal à une pé- 


riode, sont des N#™* parties de période. Mais il faut préciser davan- 
tage. 

On doit admettre que les quatre nombres p, g, 7, s n’aient aucun 
diviseur commun. Effectivement, de ce cas particulier, on s'élève au 
cas général en multipliant ¢ par un nombre entier, c’est-à-dire en fai- 
sant suivre la multiplication par ¢ d’une multiplication ordinaire. Cette 
dernière ferait disparaître la simplicité qu’on va reconnaître dans la 
nature des pôles de pe; la simplicité tient essentiellement à cette hypo- 
thèse permise et nécessaire : p, 7,7, s n’ont aucun diviseur commun. 

Soient y le plus grand commun diviseur de s et de g; à celui de p ct 
de 7. Ces diviseurs appartiennent aussi à N. On aura 


Ÿ Met: HEC ET AE LEE 


MS 7401 == D, NÉE 


Sont premiers entre eux les nombres g, et s,, de même p, et, el 
aussi u. et y, suivant l'hypothèse qu'on vient de faire sur l’ensemble des 
quatre nombres p, g, 1, S. 

Comme gq, et Ss, sont premiers entre eux, on peul trouver deux 
entiers & et 8 par la condition 


(4) 8,8 —q,a=1. 





Posant alors 
| FR 
8,0 — 4,0 —=0,, aw — Bw’ =o, 
on en conclura 


© = 6w,—g,', wo’ = aW,—S,0, 
Pio’ —7,o =(p,4—7,8)o, —(p,;s, — Gis); 


égalité que nous écrirons sous la forme 


Pio —7,0=hw,— nw), 


No 
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en posant 
Coy h=p,e—7r,6. 


Remarquons immédiatement que A et n sont premiers entre eux. On 


a, en effet, 


RS = p;s;a —1,8,0 = p,s,2—T,(t+-9,%) = nr, 
hg,=piqie—rig8 = pilsiB — 1)— righ = 2p — pr. 


Tout diviseur commun a L et 2 diviserait donc 7, et p,, qui sont 
premiers entre eux. 

Puisque L et x sont effectivement premiers entre eux, on peut choisir 
un entier À, de telle sorte que A+ An soit premier avec un nombre 
donné quelconque, par exemple v. Mais, par l'égalité (4), et 6 sont 
déterminés seulement à un multiple près, respectivement de s, et 
de g,. L'égalité (5) détermine donc À à un multiple près de 


ee PS gas 


on peut alors choisir ce multiple de telle sorte que / soit premier avec y. 
Admettons qu'il en soit ainsi. 

Les deux nombres / et 1 étant premiers avec y, on peut déterminer 
des entiers y et Ô par la condition 


N 
vo —Auy=r. 


Ceci fait, ona 
! NF \ 
hw,— nw, + nvow, = h(w, + nuyw) 


et, si l’on pose 
W, + AUYO, = 6, 


; re 0) rye 4 A 
les expressions (3) de — et de — prennent les formes ci-après 








u) $10 — qyw! | a 

— SS —"—  — — — = YO 
€ np. Np Np. ued 

w' Pi%'—r,0 hw,— nw he or 
fs — = — — OW, = 


€ LV A] WY 
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Par conséquent, en négligeant les multiples de la période 2w,, 











2w 20) 2V0 
=e ae > 
# € np N 
(6) 
2 w! 2hd 2uhG 
MAEUTTER N 


.. 20 20 ros x : 
Ainsi — et —, à des périodes près, sont des multiples d’une seule 
€ € 


~ 


À fe ENG 
el meme quante N 





- Avec des entiers quelconques «’ et 8’, en posant 


/ FO 
va’ + 2h’ == m, 
on aura, de méme, 





2a'w + 28/w/ 2M0 
(7) € NE 


26 
N 
miers entre eux, m peut être un entier quelconque. En conséquence, 
les valeurs de u qui rendent v égal à une période sont représentées 





c'est-à-dire un multiple de + Comme, d’ailleurs, v et uA sont pre- 


~ 
! 


26 


N 





par tous les multiples d’une seule et même quantité , qui est la 


Nine partie d'une période. 

Il est très important de se rappeler l'hypothèse : p, g, 7, 8 sans di- 
viseur commun. Dans le cas opposé, en effet, la proposition serait en 
défaut. Au cas de la multiplication ordinaire, par un entier M, les va- 
ul 
M 
semble de toutes les M*™*s parties de période, et ces dernières ne sont 
pas les multiples d’une seule et même quantité. Si donc on multiplie e 
par un entier M, la proposition précédente disparait à l'égard du pro- 
duit Me. Elle constitue ainsi une propriété caractéristique de la multi- 
plication singulière, réduite à ses éléments esentiels. 

Connaissant les pôles de pv, fonction de wu, il est aisé de trouver 
l'expression de pe, décomposée en éléments simples. Soit effective- 
ment 


leurs de uw, qui rendent + égal à une période, sont constituées par l’en- 


x 2 © r. 
L== ENT = doe 
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- 


d’après l'égalité (7), il vient 


C= €U— 200+ 20'w’+ ew Eu. 
D’autre part, pe développé suivant les puissances ascendantes de » 
- : A = : I ~ ie : 
fournit, a la partie fractionnaire, le seul terme 5: Suivant les puis- 


: I . 
sances ascendantes de uw’, ona donc le seul terme ad De la vient, dans 


la formule de décomposition, le seul terme 


I 212 G) 
2 PURE N : 


Si l’on observe ensuite que pe est une fonction paire de &, on trouve 
immédiatement le terme constant, qui restait à déterminer dans la for- 
mule de décomposition, et l’on a enfin 





m=N—1 


? 5 2 m @ > Im G 
(8) E po = pu + D |p (w— 75") pi) 


m= 


Le rapport des périodes est supposé racine d’une équation du second 
degré, à coefficients entiers; soit 


(9) aw’? + 2bww + cw? = 0 


cette équation, où a, b, c sont des nombres entiers, n’ayant aucun divi- 
seur commun. Le premier membre constitue ce qu'on nomme, dans la 
théorie de Gauss, une forme primitive; la qualification de primitive 
exprime que a, b, c n'ont point de diviseur commun. 

Dans l’ordre primitif (c'est-à-dire dans l’ensemble des formes pri- 
mitives), on distingue l’ordre proprement primitif et l'ordre impro- 
prement primitif. Le premier est celui où & et c ne sont pas, tous 
deux, pairs; le second est, au contraire, celui où & et c sont pairs. Cette 
distinction, née de l’Arithmétique, est encore fondamentale ici, comme 
on va le voir immédiatement. 

Le rapport des périodes est essentiellement imaginaire. Ainsi l’équa- 
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tion (9) a ses racines imaginaires; en d’autres termes, le nombre D, 
qui est son déterminant changé de signe, 


(10) D ac = bo, 


est essentiellement posiuf. La forme (a, b, c), c’est ainsi qu'on repré- 
sente abréviativement le premier membre (9), est donc une forme de- 
finie, nom que Von donne aux formes dont le signe est invariable quand 
la variable est réelle. On pourra admettre que a et ce, dont le signe est 
le même pour tous deux, sont positifs. La forme (a, à, c) est, en ré- 
sumé, une forme primitive et positive. 

Enfin, pour fixer les idées, nous définirons le rapport ’ :@ comme 
étant égal à la racine dans laquelle la partie imaginaire est positive, 
c’est-à-dire que le coefficient de 7 est supposé positif. Par conséquent, 


! ' tar? 
(11) aw Rs Ne Cw nee iVD, 


et VD est pris positivement. 

L’équation (9) peut être mise, de diverses manières, sous la forme 
(2). Il y a donc diverses multiplications singulières pour la mème 
fonction elliptique : parmi ces multiplications, il faut en choisir une, 
la plus simple, suffisante pour caractériser la singularité. 

Par comparaison avec légalité (2), on posera 


Gs) | 4 ka, ear eakce = kb ER 


s=—kb+k, p—s—= 2kb. 


Les trois nombres a, b, c n’ont point de diviseur commun; il en va 
donc de même des trois nombres a, 2b, c dans le cas de l’ordre pri- 
milif. Alors A est nécessairement un nombre entier, et A’ aussi par 
conséquent. Au contraire, pour l’ordre improprement primitif, a, 20 
etc ont le diviseur 2. On peut donc prendre, pour fA, la moitié d'un 
nombre entier; comme, d’ailleurs, b est impair (sans quoi a, b, ¢ 
auraient le facteur 2), 24’ sera aussi un nombre entier, de même parité 
que 2k. 
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Nous avons maintenant, suivant (12) et (10), 
(13) N = ps —gqr=k?+kD. 


Le minimum de N, pour l'ordre proprement primitif, est donc 
N = D, répondant — =o. Poupsiprdre im pre pri- 
mitif, c'est N = Gh +1), renondanne DU eit — 5. 


2 


L'expression (1) du multiplicateur ¢, suivant (11), devient 








ee : LS RATE APRES ik (I 

Ce multiplicateur est toujours imaginaire, et c’est la l’origine de la 
locution : multiplication complexe. 

Adoptons naturellement, comme la plus simple, la multiplication 
où N est minimum; fixons, d’ailleurs arbitrairement, les signes de k et 
de k', et concluons ainsi : 

Dans l’ordre proprement primitif (c'est-à-dire l’un des deux 
nombres & ete étant impair), le multiplicateur le plus simple & et le 
degré N sont 


. 


(TS) e=iVvD, INTER 


dans l’ordre tmproprement primutf (c'est-à-dire si a et c sont pairs, 
tous deux), le multiplicateur le plus simple e et le degré N sont 


(16) eet he Ne GD +-1), 


Pour un même déterminant D, multiple de 4 moins 1, le degré le 
plus petit correspond à l’ordre improprement primitif, qui offre, par 
conséquent, des calculs directs beaucoup plus simples. Comme on le 
verra par l'exemple que nous allons calculer, on peut ensuite, par des 
opérations indirectes, passer à l’ordre proprement primitif. 


DivERSES MÉTHODES DE RECHERCHE. 


Jusqu'à présent, les fonctions elliptiques à multiplication complexe, 
ou fonctions singulières, ont été caractérisées par la condition (9), 
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relative aux périodes. Le problème véritable est de trouver leurs mo- 
dules, suivant l’ancien langage, ou leurs invariants, suivant le langage 
actuel. Pour résoudre ce probléme, la voie naturelle est de faire dispa- 
raitre les variables w, ¢ de l'égalité (8), de façon à obtenir une relation 
entre des constantes, exprimables en fonction des invariants. On peut 
obtenir une infinité de telles relations. 

Développons les deux membres (8) suivant les puissances ascen- 
dantes de uw, égalons terme a terme les coefficients et nous aurons les 
relations dont il s’agit. Pour ce but, on invoquera le développement 


I a. F ©, 
pu=-=+2u+ ut+.... 
u? 20 28 


Se souvenant que l’on a e = eu, on conclut 





1 , I 2 M 
(c'—1)g,= - » p’ puy 
20 Ao he 3 I 
= 2 
(17) LAC PRE me! D yr 
28 el FRET N 


Rte 56.6 Je 6) 0.6, |S. el 0. 6 1s 6.0 © 6 6) 6) G60 ¢ es a à .e 6 0 © 


Il suffit, bien entendu, de prendre la première de ces équations. En 
exprimant que les arguments des diverses fonctions p’, dans le second 
membre, sont les multiples d’un méme argument, que ce dernier est la 
Nitme partie d’une période, on obtiendra, entre les invariants, une 
équation algébrique, propre à résoudre le problème. 


On peut procéder autrement : prendre les deux équations, exprimer 
les fonctions p” et p™ au moyen de la seule fonction p, suivant les for- 
mules 

li EN a 2 ay 
p=Op— 282) 


p" = 12(10p? — 382P— 85); 


employer la multiplication ordinaire pour réduire ces fonctions p au 
ae 


wo +. 5 

seul argument N el, Sans avoir a exprimer que cet argument est une 
ee . a LE é ) ete 20 

NS partie de période, éliminer cette unique quantité p N entre les 


| 
A 





deux équations. 
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Il y a d'autres moyens encore. Dans le cas, notamment, ou N est un 
nombre pair, en mettant, au lieu de w, dans légalité (8), une des trois 
demi-périodes, on obtient une relation fort utile, comme je ferai dans 
l'exemple que je me propose de traiter ici. 

Voici le fait qui attire d’abord l'attention. Dans l'égalité (8) et celles 
qui s'en déduisent, les seules données qui apparaissent sont € et N, 
c'est-à-dire, conformément aux expressions (15) ou (16), le détermi- 
nant D et la distinction entre les deux ordres, proprement ou impro- 
prement primitifs. Aucun autre élément de l’équation (9), c’est-à-dire 
de la forme (a, b, c) ne laisse de trace dans le calcul. Par conséquent, 
la totalité des formes, de déterminant D, donne en tout deux équa- 
tions, bien distinctes entre elles, l’une pour l’ordre proprement primitif, 
l’autre pour l’ordre improprement primitif (quand D est multiple de 
4, moins un). 

Pour un déterminant donné, il y a une infinité de formes (a, b, c). 
I n'y a cependant qu'un nombre limité de fonctions singulières, ré- 
pondant à ces formes, puisque ces fonctions sont définies par une équa- 
tion algébrique. Une infinité de formes répondent donc à une même 
fonction. Ceci tient simplement à ce que les périodes 2m, 2w' ne sont 
pas entièrement déterminées. On peut, en effet, au moyen d’une sub- 
slitution linéaire, de déterminant unité, changer ces périodes en 
d’autres, qui leur soient équivalentes. 

Soient 26’ et 26 deux autres périodes : 

(18) 6’ = aw’ + Bo, 6 = yw'+ cw. 

Pour que le couple (26’, 26) puisse remplacer le couple (2w', 2), 
il faut que toute période s’exprime par une fonction linéaire de 26’ et 
26, à coefficients entiers; ceci exige a6 — By =+ 1. De plus, pour 
préciser le rapport w’:w, nous avons été conduits a fixer le signe de la 
partie imaginaire dans ce rapport. Pour que ce signe se conserve dans 
616, il faut que l’on ait 26 — By —+ 1, comme on le reconnaît par un 
calcul classique. 

La substitution (18) fait apparaître &’ : & comme racine d’une nou- 
velle équation, analogue à l'équation (9). Le premier membre de cette 
nouvelle équation n’est autre que le premier membre de la précé- 
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dente (g), transformé par une substitution linéaire, a coefficients 
entiers, de déterminant égal à + 1. 

Dans la théorie de Gauss, toutes les formes (a, b, c), déduites d’une 
seule et même forme par de telles substitutions, forment une classe et 
elles sont dites équivalentes. Cette équivalence trouve ici son applica- 
tion naturelle : toutes ces formes correspondent à une seule et même 
fonction elliptique. Le nombre total des fonctions singulières qui cor- 
respondent à un même déterminant D est donc aussi celui des classes 
de formes primitives (proprement ou improprement), à déterminant 
— D. Si la théorie des nombres ne nous le faisait déja connaître, nous 
apprendrions donc par les fonctions elliptiques que ces classes sont en 
nombre limité. . 

in restant dans les généralités, j'ai encore un mot à dire sur la mé- 
thode de calcul que j'ai indiquée tout à l’heure, pour la comparer avec 
la méthode classique, la méthode d'invention première, celle d’Abel, 
pour laquelle on emploie les équations modulaires. 

Envisageons des fonctions elliptiques quelconques, ayant 26 et 2’ 
pour périodes; puis d’autres fonctions elliptiques, ayant les périodes 
20, 20’, liées aux précédentes par les relations 


(19) eQ = pw + qu’, eQ' = ro + sw’, 


analogues aux relations (1); p, g, 7, s sont encore des nombres entiers 
sans diviseur commun, mais € est une quantité tout à fait arbitraire. 
Les éléments de la théorie de la transformation, par les raisonnements 
mêmes que nous avons employés, montrent que p(eu) est fonction 
rationnelle de Pw (nous désignons ici par P la seconde fonction ellip- 
tique, aux périodes 2Q, 20’). Cette fonction rationnelle s'exprime, en 
éléments simples, sous la forme 


m=N-1 7 


< 2mQ 2mQ 
ep(eu) = Put D: LP (u ai ) P | 


big et | x 





analogue à l'égalité (8). 
Par le même moyen qui nous a fourni les relations (17), en em- 
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ployant des majuscules pour les invariants de P, on obtient 


1 I Ae THEA 
Be pe GN se Sup Let 








20 4 - > ead N 
Lae hack SM ret le 5,20 
58 (°° 85 G)= 5321 N 


En considérant les seconds membres comme des fonctions connues 
de G, et G,, éliminant €, on obtient une relation entre les invariants 
absolus g° : 5 et G3 : Gj (qui remplacent les modules dans les notations 
modernes). Cette relation (mise sous forme entière relativement à G, 
et G,, dont les seconds nombres sont des fonctions algébriques irra- 
tionnelles) constitue l'équation modulaire relative aux transformations 
d'ordre N. 

Dans cette équation modulaire, supposons G, = g,, G; = g;. Nous 
retrouvons alors, au lieu des relations (19), les relations initiales (1), et 
l'équation ainsi obtenue, qui contient alors un seul module, ou plutôt 
un seul invariant absolu, caractérise des fonctions elliptiques singu- 
lières. Mais € a disparu; la seule donnée qui subsiste est N. La dispari- 
tion de ¢ nous avertit que les multiplications ne sont pas nécessairement 
réduites à leurs formes les plus simples (15) ou (16). Entre le déter- 
minant D inconnu et le nombre donné N existe seulement la rela- 
tion (13). On trouvera donc ainsi, à la fois, toutes les multiplications 
complexes qui répondent aux déterminants D, de la forme 


N — kf? 


D= 


> 


2k et 2k’ étant des entiers quelconques, qui rendent D entier et po- 
sitif. L’équation obtenue de la sorte est donc décomposable en 
plusieurs équations distinctes. 

Au point de vue théorique, cette méthode présente divers avan- 
tages. Tout d’abord elle a été la source de belles découvertes arithmé- 
tiques, comme on peut le voir dans les travaux de M. Kronecker. De 
plus, les équations modulaires ayant été très étudiées, on trouve par là 
plusieurs propriétés générales de la multiplication complexe. Mais, 
quand il s’agit de calculer effectivement des invariants singuliers, cor- 
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respondant à un déterminant donné, cette méthode ne peut être ap- 
prouvée. Une bonne méthode doit fournir directement, sans facteurs 
étrangers, l'équation désirée. Elle ne doit point exiger le calcul préa- 
lable des équations modulaires. Celle que j’ai indiquée plus haut satis- 
fait a ces conditions : par la conservation du multiplicateur € dans le 
calcul, elle doit donner, pour chaque cas, une équation répondant 
uniquement à la question ('). On ne peut pas dissimuler cependant 
que le calcul effectif offre des difficultés : pour qu'il ne soit pas trop 
laborieux, on doit assurément user d’artifice, employer, par exemple, 
des relations surabondantes, comme je vais le faire dans le cas particu- 
lier dont j’aborde maintenant le calcul. 


Muzripricarion par 4(1-+ /— 23). — RecneRcue DE LA RESOLVANTE. 


Je me propose de trouver les fonctions elliptiques singulières répon- 
dant à l’ordre improprement primitif, pour le déterminant 23. Je prends, 
à cet effet, l’une des formes correspondantes, la forme (2, 1, 12), sup- 
posant ainsi, entre les périodes, la relation 


| ©"? + ww’ + 60? = 0, 


(20) | 2 0! + w Na 


Dans la fonction elliptique correspondante, les invariants sont réels 
et le discriminant négatif. La demi-période réelle est w, la demi- 
période purement imaginaire est 2w’-+ w. Ainsi, suivant les notations 
usitées dans le cas des invariants réels avec discriminant négatif, on 
devra poser 

Ges 05 WO, = 20'+ 0; 








(1) D'après un des plus beaux théorèmes de M. Kronecker, cette équation doit 
se décomposer en autant d’équations partielles qu'il y a de genres différents, 
entre lesquels se répartissent les classes de formes ayant le déterminant donné et 
appartenant à l’ordre considéré. Le déterminant que j’ai en vue est un nombre 
premier; il n’y a donc qu'un genre dans chaque ordre; partant, point de décom- 
position. 
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de là, pour les demi-périodes imaginaires conjuguées, les expres- 
sions 


! 


DD 0 oO, O3 = 5(M,+0,)=O+ 0". 


Les racines e,, c’est-à-dire les valeurs de pu quand wu est une 
demi-période, sont donc composées ainsi : l’une réelle e,, corres- 
pondant à w, aussi bien qu'à w,; les deux autres sont imaginaires con- 
juguées : dans e,, qui correspond à w,, la partie imaginaire est po- 
sitive. 

Je conserverai explicitement les demi-périodes w, w’, avec la nota- 
tion w” pour leur somme, mettant, de plus, e, e’, e” pour les trois ra- 
cines correspondantes ('). La somme de ces dernières est nulle. On a 
donc simultanément 


e! I e! 

(21) eee ee? =— - — |. 
La lettre ¢ désigne l’inconnue qu’on est naturellement conduit a 

choisir. Nous savons dès maintenant que = doit être réel et positif. 


5 1 pan, te ipl) ° ' 
D'après les égalités (12) appliquées au cas actuel, en y prenant 


o | € 


(22) \ 





(1) L'obligation de considérer, à la fois, les diverses fonctions elliptiques con- 
traint à restreindre la variété habituelle des notations : je réserve l'emploi des 
indices pour caractériser les autres fonctions, qui interviendront plus loin. 
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La demi-période & coincide avec w’ et la formule (8) devient 


put p(u—F)+p(ut+ >) 


z 2 w/ 2 w/ . 

ee pe = + pl 2 )+p(u+ 2) + p(u— w') 
w! 2)! F 
eo Rte Ree 


Posons, pour abréger (?), 


20! w! 
(24) ee Di « gD 2 


remplacons p” par 6p?— ;2,, et déduisons de la première formule gé- 
nérale (17) cette équation 


125) ne + 24) 9,= 6a?+ 667+ 3e”. 


0 


NS 


Je prends, de plus, ’équation qu’on obtient en supposant, dans la 
relation (25), # == w, ce qui donne, suivant (22), 
0 — EU — © +0’; 
par conséquent, 


94)! 


Ds 2 2b 
Ore) Ep Lol (8d se 2 6! 





ee —e+e"—e+2p 


PL ee 


Nous poserons 


A = 7(e7e” + e’ —e—e")—}(se + 2e), 


4 


en sorte que la dernière équation s’écrit ainsi 


\ 


(26) 2A+a+b=p(w—F)+p(o—*F). 











(1) L’emploi des lettres a et b ne peut entraîner aucune confusion avec la no- 
tation générale (a, b, c) des formes quadratiques, sur laquelle nous n’aurons plus 
à revenir. 
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Par le théorème d’addition des demi-périodes, on a, suivant les no- 
tations (24), 





w’ see (e—e)le — e’) 
p(o— 5 )=e4 be « 


p(o— 2) Ar ©), 


da € 


ww! { TY me (e— e')(e—e")(a+b— 268) 
(255 p(w—F)+p(o—7F)=2e+ (a — 





Le second membre (26) étant maintenant exprimé au moyen de a 
et b, il ne faut plus qu'une relation entre & et b pour éliminer ces quan- 


tités des équations (25) et (26). Cette relation est immédiatement 
fournie par les expressions (24) de a et b 





20! à w! w! 
a=py = po) b= p +: 


On en conclut, par le théorème d’addition des demi-périodes, 
(28) 


(a—e)(b—e)=(e —e)(e—e"), 


ce qui est la relation demandée. Je m'en sers immédiatement pour mo- 
difier le second membre (23) par le calcul suivant 


(a—e)(b—e)—(a—e )(b—e )—=(e —e)(a+b—e—e). 
Ajoutant, membre à membre, avec (28), on conclut 
(a—e)(b—e)=(e'—e)(a+ b— e—e’)=(e'—e)(a+b+e’). 


La relation (27) devient donc 


2 


7 a+b-+e' 





ce qui donne, pour l’équation (26), celle-ci 


(29) (2A—2e+a+b)(a+b+e')+(e—e’)(a+b—2e)=0. 
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L’élimination de a et b entre ces trois équations (25), (28) et (29) 
est évidemment très facile. On peut cependant la simplifier encore par 
une nouvelle transformation du second membre (26), conformément 
au calcul suivant : 


(e”—e) (e"— e') 


PE ut a nee 20! eh 
P\o RP FPS Creer are L 














À TAN (e —e’)(e—e") 

P (o “eel sae Cre) a—e , 

Bea fA eae "= 2), 

3 a—e 
Soit f(a) =(a—e)(a— e’)(a—e”). La somme des trois frac- 
12 a 

tions, dans ces seconds membres, est Os — 9(a), où o(a) désigne 
ae... toe ge, 
la partie entière de ia) Soit, pour un instant, & l'argument £w’, 


ona 


f(a)=tptu, — f(a)=4p"(u). 


Pour un argument w quelconque, on a toujours 











(a) AE 
Bone ya —=4(2pu+ p2u). 
Pour u = Fw’, pu et p2u sont des quantités égales, a. Ainsi 
Ta Ot 
Fay The 
f(a) 


Quant à 9(@), partie entière de 





où a est supposé quelconque 
f(a) PI I que, 


c'est ga. La somme des trois fractions est donc égale à 3a. Au lieu de 
l'égalité (27), on peut donc encore écrire celle-ci 


29 a) | nn eee ea a 
(29 P z)tpleo-z)+b=3a, 
moyennant laquelle l’équation (26) fournit cette autre 
(30) A=a—b, 


que j'adjoins au système (25), (27) et (29). 
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Avec la notation A, j’emploie encore B et C, ainsi 
A= Aloe neue 


GDS (= LIRE bea 


C =(e’— e)(e’— e”) = 3e"? — wee = 2¢" EE 





Les équations (25) et (27) sont les suivantes 
a+ b?—B, (a—e')(b—e)=C. 
Avec l’équation (30), on en tire 


2e’(a+ b)=2e%+ B—2C— A?=B — A? — 2e? — 2ee’," 


ae 
re, (a+ b) = 2B — A*. 


L’élimination de (a + b) entre ces deux dernières conduirait à une 
équation du quatrième degré par rapport à l’inconnue £. Cette équa- 
tion contiendrait un facteur étranger, tandis qu’en substituant (a + 0) 
et son carré dans (29), on obtient une équation du troisième degré 


(32) A(B— A*— 2ee”)+ e'(3B — 2A? + 2ee"— 2e?) — 0. 


C'est l’équation que je voulais obtenir. On y devra substituer, pour 
A et B, leurs expressions (31), en se souvenant qu'on a 


— $23 CENT ECRIRE Ce — eC. 

Elle devient, de la sorte, homogène et du troisième degré, ene, e, 
e”, Parle moyen des notations (21), on aura une équation du troisième 
degré en ¢. 

Le développement de cette équation exige encore des calculs assez 
longs. Il convient donc d’avoir un guide et un contrôle par la connais- 
sance préventive de quelques traits essentiels. 


REMARQUES SUR LA RÉSOLVANTE. 


La présence de € dans A et B entraîne, pour les coefficients de l’é- 
quation, la forme complexe « + 18 ¥23, « et 8 étant des nombres en- 
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tiers. Or nous connaissons l’existence d’une racine ¢, purement imagi- 
naire. I] est done naturel de prévoir, pour l'équation, la forme 


(5) tV23(al+ Bt)+yE += 0, 


où a, 8, y, à seront des nombres entiers. Je donnerai, dans un instant, 
la preuve véritable de cette propriété. Ce qui importe le plus, c’est de 
savoir à quelles fonctions elliptiques singulières se rapportent les autres 
racines 0. 

D’après les éléments de la théorie des formes, il VA OUT; 12), 
deux autres formes réduites, dans l’ordre improprement primitif, de 
déterminant — 23. Ce sont les formes (4, 1,6) et (4, — 1,6). Envisa- 
geons d’abord la première, que nous distinguerons en affectant de l'in- 
dice 1 les éléments correspondants. Il s’agit donc des fonctions ellip- 
tiques pour lesquelles on a 


4 Oy + 0) 1 


NES 
Fe Van 
(34) EW, = W, +20, ew, =— 3, 
On aay uw) wo, +30, 
a = 0) a 
E Seni? E 6 


L’argument & de la formule (8) est ici w, + 30,. 

On formera, comme précédemment, l'équation supplémentaire, en 
prenant wz = w,, ce qui donne aussi # = w,. Les lettres & et b auront les 
significations suivantes : 


20" a . 
d= pi b=pil 3s feu a 


Moyennant ces conventions, on voit immédiatement qu'on obtient 
les mêmes équations que précédemment, sauf remplacement de e, e’, 
e oar ee, ae 

Notre équation du troisième degré a donc une racine £, définie par 
les égalités 
e! 


(35) ent di = sl. 


r 
—_> 
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Cette racine est complexe et nous verrons même, ultérieurement, 
que l’on peut assigner, d’avance, son expression en fonction de la racine 
précédente @. 

Semblablement, la forme (4, —1,6) donne leu a des fonctions 
elliptiques caractérisées par les relations 


how, — w ae 
en eet! ; oS} 
= Ly 23, 





Ws 
97 ] ! ' ‘ t 
(36) eo = 20 ED, = — 30, + 0,, 
OR Wa —— 20), u), I H 
SS "= = Wa. 
€ 6 € myeie 


L’argument & est w, — 2,. On obtient l'équation complémentaire 
en prenant w= o,, ce qui donne e==w,. Les lettres & et b ont les 


significations suivantes : 


?. de 
Wo — 20, 


et l'on retrouve les équations primitives, sauf remplacement de e, e’, e” 
pare’, €,, €, Notre équation, du troisième degré, a donc la racine ¢,, 


définie par les égalités 


wes 


Q 
15 





(37) = +, Se +h. 


-| 


Q 
2 
. 
| 


/ 


En comparant les fonctions d’indice 2 et celles d'indice 1, on voit 
que les rapports des périodes, au signe près, ce qui est indifférent, y 
sont imaginaires conjugués. Les invariants absolus sont donc aussi des 
imaginaires conjuguées et il est manifeste que les deux rapports e, +e, 
et e,te, sont dans ce cas. Ainsi ¢, et — ¢, sont des imaginaires conju- 
euées. Nous rappelant ce qui a été dit précédemment sur la première 
racine {, nous pouvons conclure que les trois quantités + fournies par 
les trois racines Z, sont l’une réelle et positive, les deux autres imagi- 
naires conjuguées. Par là est pleinement justifiée la forme (33), prévue 
pour l'équation. 

Voici encore un autré moyen de trouver ce mème résultat. Comme 
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on l’a vu par l'égalité (14), une même fonction elliptique admet à la 
fois les deux multiplicateurs ¢ et 1 — € et, pour tous deux, le nombre N 
n'a qu'une seule valeur. On peut donc former l'équation tout aussi bien 
en se servant du second multiplicateur et l’on reconnaitra qu'il y a 
simplement échange entre e’ et e”. Par le changement de ¢ en 1 — ¢, 
c'est-à-dire par le changement du signe de 7V23, la racine ¢ se change 
en — {;1ilen est de même pour les autres racines. Cette circonstance 
exige la forme (33) de l’équation cherchée. 

Pour une même fonction singulière, les deux multiplicateurs conju- 
gués, e et — € dans le cas de l’ordre proprement primitif, set —(1 — ¢) 
dans l’autre cas, coexistent toujours. Ce fait général, conséquence de 
l'égalité (14), explique, de nouveau, pourquoi deux formes opposées, 
comme (4, 1,6) et (4, — 1,6) donnent lieu a des invariants conju- 
gués, avec cette conséquence, bien connue, que les invariants réels 
proviennent des formes ambigués, comme (2, 1, 12), c'est-à-dire des 
formes proprement équivalentes à leurs opposées. 

Une dernière observation avant de calculer notre équation. Si l’on 
ne savait déjà, par la théorie des formes, que l’ordre improprement 
primitif contient, en tout, trois classes pour le déterminant — 23, le 
degré 3 de l’équation nous le ferait connaître. Il est évident, en effet, 
que, sil existait d’autres classes, le même calcul s’y appliquerait, 
entraînant seulement quelque permutation dans les accents de e, e’, 
e”. Ces classes fourniraient donc nécessairement des racines de la même 
équation. 


DÉVELOPPEMENT DE LA RÉSOLVANTE. 


Dans le développement de l’équation (32), j'utiliserai la forme dé- 
montrée (33), non pour abréger le calcul, mais seulement pour le 
contrôler. Soit U le premier membre 


U = A(B — A?— 2ee”) + e'(3B— 2A?+4 2ee"— 2e*), 
où l’on prendra 


La — AU +3. 
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Soit aussi V le premier membre, sous la forme désirée (33) 
TRE 2 3 ( 2 ù 
V = iV23(aû +bi)+ y + 0. 


On doit s'attendre à ce que U diffère de V par un facteur complexe 
u + iv/23, et chercher à mettre ce facteur en évidence. 

Au lieu de développer complètement U, il est préférable de calculer 
séparément U pour des valeurs particulières de ¢. 


1° La Fs c=... Ce Ê a — 00 
En se servant de la relation 
et + ire + 36 — 0, 
on à 
RL 22 o> Se 
B=— "(11e +12), — — +e, 
23,3.5 AB — 11e +12e —— 7109 €? — 27.37.17, 
29 A5 —— € = — 5.198? — 27.3718 


9 
4 


D CÉUAEENNE = + 5a 
Désignant par U, la valeur de U correspondante, on trouve ainsi 


20,060 UU, = 7702 een = 


2° | fed e’=— I, 0) Le = 4, À SEE. 


Le calcul est extrémement simple. Désignant par U; la valeur de U, 
je trouve 
2.09 U == 9-111 G EE t—— À. 


J'en conclus 


20 
Hie 


20960 





(U' + 








(U,—U,)=36+17e = tiy23(17 + 5iva3). 


Fears 
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En posant 


(38) D Ol) (it Siyo3).V, 

j'ai, de la sorte, V, et V' désignant les valeur our f=! € 
yal, a & vi, , désignant les valeurs de V pour 1 — {et 
—— - | 


2) 
: | DAV ET TT, 
(39) | : (yee 

een LLL 2: 
3° Calcul du terme en &®. — Pour ce calcul, on doit prendre 
ea, EE, oo ile, 


Voici le calcul : 


27 ARE € ) £., DS. — "(37H 11e )f?, 
2 (A + 3e’)=(14 — &? }4, 
2?(A + 2e’)=(10 —e°)t, 
FT Ve —— (32 + 158?) 2?, 
2?.3.5B(A + 3e') = —(3?.43 + 27.318?) 2, 
— 2°A?(A + 2e’)=(27.5.43 + 283¢?)2, 


Im he DR Oe AE Ke RE eee 
2°.3.5 U=7.19(36 +17) = = iv23(17 + 5iv23) @. 
Suivant la notation (38), voici donc le terme en #* dans V : 
VF roues io 


4° Calcul du terme indépendant de t. — On doit prendre 
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On trouve alors 


2°(A + 3e’)=— 14 — £’, 
2°(A + 2e')=— 10 — €, 
D HAS = — 32 — 72’, 


25,5 B(A + 3e')=— 79 + 578?, 
2° A7 (A+ 282 peas age EE, 
3" CE Ae + €?, 
25 U =—9(36 + 587) ea 51/238 
Le dernier terme de V est ainsi — 3°. 
Le premier et le dernier terme ont bien la forme prévue; de plus, 


suivant (39), les deux valeurs V, et V, qui correspondent à ¢ == + 
sont conjuguées. En conséquence, V a la forme 


V = 71 23(2?.1902 — 281) + 27 y0? — 3? 
et les égalités (39) donnent 
DRE Y=H SLT. 


L'équation cherchée est donc enfin 


(40) V(t)= 0 = 71V23(2?.19 1 03800) 3( 27.3157 





Les TROIS MULTIPLICATIONS PAR {(1 + — 23). 


Pour résoudre l'équation (40), le changement d’inconnue, qui 
s'offre d’abord, est indiqué par l'égalité 


(41) NDS 
par où l’équation devient 


(42) 7.192°— 317224 77.233 — 23 = 0. 
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Pour la réduire à trois termes, on posera 


3 ; à 
ce qui mène à l’équation finale 
(44) 232° — 3.53% — 7,23 — 0. 


Comme on le verra plus loin, il y a des raisons de savoir d’avance 


que la racine carrée du discriminant de l'équation doit contenir 1/23 
comme seule irrationnalite. [Il en est bien ainsi; car, R étant le discri- 
minant, on a, pour l'équation (44), 


R = 2?. (=) - PER 


23 
Bem 559 = 05 == 357, 
ASE fr ee 
i 23° ” MT 23.123 


Soient 


(45) g=\/2 DNS + | = 3y3, h=(/2 23033 — 5 3y3, 





racines cubiques prises dans Je sens arithmétique et pour lesquelles 
ona 


fA see 
La racine réelle de (44) est 
an T3 (g+h). 


Les deux autres x, et x, s’en déduisent comme on sait : pour la 
première, on remplace g et A par 9g et 9?h; pour l’autre, par 0? g et 
02, et 9 est une des racines cubiques imaginaires de l’unité. Afin que les 
indices 1 et 2 correspondent à ceux qui ont été adoptés plus haut, 
pour ¢, il y aura lieu de préciser 0. Je le ferai plus loin, et, dans les 
formules ci-après, je suppose, par avance, le résultat. 
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in posant donc 


723 + a (g +h) =c, | 
(46) {7 V23+ 25 (0g + 0h)=c,, | DE 
TN28 0" (67 07) — Co) 


on pourra exprimer, par une même formule, chaque racine ¢ en fonc- 
tion de la quantité correspondante c. Les quantités e, e’, e”, dont 
l’une est arbitraire et dont la somme est nulle, sont déterminées par la 
condition 

e' — e" gt 


—— = ES 


2€ 2C 





in vertu de Vhomogénéité, le choix arbitraire de e est indifférent. 
Je prendrai done 


(47) PS0 Ae Ola e"=— gi—c, 

pour le cas de Pégalité (20), ou, en d’autres termes, pour la forme 
(2, 1, 12); puis, en permutant les accents comme ila été expliqué et 
comme le rappellent les égalités (35) et (37), on aura 


(AG) “NS We se DES 6, 91 — "Ga D — 0l soe 


dans le cas de l'égalité (34), correspondant à la forme (4, 1, 6); puis 
enfin 


(49) == 203, €, = 91 G, ei — Qt — Ca; 


Wy) 


pour le cas de légalité (36), correspondant a la forme (4, — 1,6). 

Ces permutations des accents se rapportent seulement a la désigna- 
Lion arbitrairement uniforme, des périodes dans les trois cas. Elle dis- 
paraît dans l'expression des invariants, que voici : 


Sur D (0) nDe ec (CO 
Nie='p} Hong MONO) 
$5 33 — A 
8 2 © 3 6 


33 (c? —135 )8 a e(c2 + 3°) a (4 3p Ho) 


+ 
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Je vais, dès maintenant, fixer le signe de la partie imaginaire dans 9. 
On verra, plus loin, un moyen purement algébrique pour cet objet. 
Quant à présent, je vais employer les séries S, formées uniformé- 

Tu)" 


ment avec la quantité g =e ® . En posant donc 


1 Fe 
— = 23 


Q =e* ’ 
j'aurai, pour chacun des trois cas (20, 34, 36), 


IT nd 
2 M2 2% k SON À 
er Q’, Pike Q, fre Q. 


Prenons la formule (ot les fonctions $ ont argument zéro 
re) 


NL 


c'e 32" 4 1+9?+ 9°+... \i 
SS (=) CES HR area too | 


pour l’un ou l’autre des deux derniers cas. Comme Q est inférieur à 
e-™ = 0,04..., les signes de la partie réelle et de la partie imaginaire 
sont définis par le terme 2*g du second membre : 





11 1 it — 
GET À Q Lot far 1) Q 4... 
LT 


Il n'y a aucune utilité à considérer l'égalité analogue avec les in- 
dices 2; elle fournirait, de part et d’autre, les quantités conjuguées des 
précédentes. 

Suivant les expressions (48), il vient, en supposant €, = % + 16, 


= : 3Cy— gl I I rt ge 
8 2a... = nee =— = ale 5 Ua, 





d’où résulte que 8 est positif. Mais, d’après (46), ona 


Fo == 2°(09 — 67) (2 —h). 


Journ. de Math. (4° série), tome V. — Fasc. I, 1880. 
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Comme (g — A) est positif (45), il faut effectivement choisir @ ainsi 
que je l'ai fait plus haut. 


TRANSFORMATIONS DU TROISIEME ORDRE. 


Nous possédons, dés a présent, la pleine connaissance de tous les 
éléments pour les trois fonctions elliptiques singulières; car les six 
quantités a, b, a,, b,, a, b, sont explicitement fournies par les équa- 
tions (30) et (31 a). Nous pouvons en déduire six autres, jouant le 
rôle analogue à l'égard du multiplicateur conjugué. Comme on le voit 
par les équations générales (3) et (12), où l’on prendra k ——;, 
k’ = ;, ces quantités sont les suivantes 


? w + w! W, + 20 ; Wy 
O= Pog ae Phe b, = p:(% +e), 


et les & ont les arguments doubles. Les formules ci-dessus montrent 
suffisamment que le changement du signe de 7 change a et ben a’ et’, 
a, et b, en a, et D, a, et b, ena, et bi. 

Les six quantités b, b’, b,, D, b,, b' servent de base a des transfor- 
mations du sixiéme ordre, deux pour chaque fonction elliptique, et 
ces transformations changent la fonction en elle-méme. 

Les quantités a, a’, ... peuvent servir de base à des transformations 
du troisième ordre. Ces dernières échangent les fonctions les unes dans 
les autres, comme je vais le montrer. 

Désignant par p un facteur inconnu, posons 





pw’ = 3&5, ew =— w,. 
Les relations (11) 
20'+ w 120 + w! Le 
SS SS SS 1123 
Ww a3) 


se changent en les suivantes 


6w,— w, med: fw, — Ws PS Pee 
ee et 23; 


Os, Ws 
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d’où l’on voit que le facteur p peut être choisi effectivement de manière 
à attribuer la même signification que précédemment aux lettres w, et 
w,. J'ai ici une transformation de troisième ordre, qui se figure par la 
relation 


! ! 


4 : #1 2.0)! 20 20 
O° Po( pu )eeepu + p EDP) — 2p -a- 
En prenant successivement uw = w', w, w”, j'obtiens 


pe =e+2(b—a), 


26 —e +2plw au 2a 
P D J 3 Ai «2 


LU u)/ 
pe.—e+2p(o— 5) — 24, 
et l’on remarquera, en passant, que, par addition de ces trois égalités, 
se prouve, derechef, la relation (29@). De là, suivant les égalités (30) 
et (31), je conclus 





be a oA 6", 
j ent eyie =e") 
pe, = 3e — 2a + ARE")! 
2 a—e 
tly 4 (e —e')(e—e") 
pe Cl) he rer mr TE) 
2 b—e 
I NY 
ar ” a (e—e')(e—e")(b — a) 
6a EG ie e 2 : ’ 
p*( 2 2) À (a—e)(6—e) 


et cette dernière, comme on l’a vu plus haut, se change ainsi : 


(e—e")A =(e— 


yratb+e+2A 
a+b+e 








2/ " 4 uw 
o?(e,—e,)=e—e alge a ara 


Remettant, pour A, son expression (31), j'ai enfin 


CA e"(a+b+oe +iee") 
Es —e 2(e—e")(a+b+e!) 
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C’est là une formule qui donne la quantité c, en fonction rationnelle 
de c, avec adjonction de ¢, bien entendu. Disons, pour abréger, que 
nous avons ainsi trouvé €, = 9(¢). 

Par un calcul tout pareil, en posant successivement 


ae) 


= 3 eh ! 
O0 0, 0,0, = © — o, 
! 

‘ 


10 #20, D Oye 


ES) 


2 


on trouve aussi c = ®(c,), €, = 9(¢,). En changeant le signe de 7, on 
aurait les analogues 








IE E CVs), EU (ci 

Ces formules traduisent le caractère abélien, qui appartient, comme 
on le sait, à toutes les équations dont dépendent les fonctions elliptiques 
à multiplication complexe. Elles donnent la raison à priori de ce fait 
que le discriminant de l'équation est un carré, sauf le facteur — 23. 


TRANSFORMATIONS DU SECOND ORDRE. 


Je vais maintenant examiner, pour une quelconque des trois fonc- 
tions singulières, les trois transformations du second ordre : de ces 
transformations, il y en a deux qui échangent les fonctions précédentes, 
tandis que l’autre transformation conduit à une fonction nouvelle, 
correspondant à l’ordre proprement primitif. Les six transforma- 
lions, qui échangent les fonctions précédentes, sont naturellement in- 
verses, deux à deux. Elles se distinguent, dans les formules ci-après, 
par l'emploi de la lettre ¢ pour les coefficients de proportionnalité, 
et cette lettre, avec ou sans accent, pourvue d’un même indice, se 
rapporte aux deux transformations inverses. Pour les trois autres 
transformations, le coefficient de proportionnalité est dénoté par la 
lettre +, et les éléments des nouvelles fonctions sont indiqués par des 
majuscules. 
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Voici les formules : 


| GDw—0:, TOO, 
| 
! pt ! i ' 
DD 0, o,w’= 24, — wy, 
oe 20); £0)’ == 0 — 0: 
! 
GW, = D) — W,, GW, = W, + ,, 
! es I, ith es / 
(50) 220) == 20, opi Pr cap 
JO 4 ! 
oO, Q,, voa) : 
20), 5,0, — &' +0, 
L ! ! 
Da = 0, + O,;, FO a Oy ty, 
! [A 
T203 = — Q,, LE CUT 
| Nr Sa 
CN 00 0:10. — 2. 


Les trois nouvelles fonctions correspondent aux trois formes réduites 
(1, 0,24) ct{ summer. 0): 

CO eae te 10 

30? — 20,0) + 807 = 0, 


3Q2 + 20,01 + 80? =o. 


| 
© 


Je considère la première de ces transformations. Elle est traduite par 
l'égalité 
dpPi(ou)—= pu +p(u —w)— po’, 


d’où l’on déduit, en prenant successivement, pour &, les valeurs w, 5’, 
= + W, 
oe,=e+e’—e’=-— 2e, 


oe —e’'+ 2V(e' —e)(e —e"), 





12 


ge —e' = 2yV(e'— e)(e — e”), 





ce qui mène à la relation bien connue 





. go e\te'— e" e, —e 
(622 MERE PES 
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La seconde transformation donne, de même, 





Introduisant les racines £, ¢,, ¢,, d’après (21), (35) et (37), on a ainsi 


rego So 
ave(2 12 CEE R 
I— 26 SP Saye 


(52) 


Alea ae 3 re 
iV (2 ayo) + Pts 10: 
SES MDN 


Les quatre autres transformations analogues conduisent à des formules 
que l’on déduit aussi de ces dernières par la permutation circulaire 
des indices. 

J'ai annoncé un moyen, purement algébrique, de distinguer celle 
des deux racines cubiques de l'unité qu'il faut désigner, dans les for- 
mules ci-dessus, par 0. Le voici. Tout d’abord, substituant, à la place de 
x, dans le premier membre (44), successivement les deux nombres 3 


“et ely Pew 


et +, on trouve, pour résultats, — 17 et + 5 — + La racine réelle 
2 


x est ainsi connue, à moins de - près, et l’on voit que c est compris 


entre 145/23 et 147/23. 
Prenons l'égalité (51) qui donne 


ce, 3E 0 ae :) 
———. = + 2 11 
Ci +91 C— OÙ 





Vu la grandeur de c, les quantités ¢ — 37 et c — gi peuvent ici être 


remplacées, pour fixer les signes, par c lui-même; et l’on a sensible- 
ment 


(53) a AC). 


Si l’on pose c, = a + 18, on a (46) 


a = 723 — 2'(g +h) = V23(7° — atx), 
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quantité positive, æ étant inférieur à +. Par conséquent, dans 


¢,—3t HU — 3) a+ Pt— 27 + 68 — 1270 
C+ gmat (6 +9) 7 + (B +9) 





2 


la partie imaginaire est négative, d’où l’on voit déjà qu'il faut prendre 
le signe plus devant le second membre (53). On doit donc avoir 


+825 +66>o. 
: gt 2 : h OUV 
Or, en remplaçant ¢ par © = dans l'équation (40), on trouve 


CCR FIO VO: 
D’après la grandeur de c, il en résulte c, c, < 3°, c’est-à-dire 
a+ 8? — 27 Lo. 


En conséquence, § est positif. C’est à quoi j'étais parvenu précédem- 
ment, pour en déduire la détermination précise de 0. 

Ainsi qu'on l’a vu par les transformations du troisième ordre, 4, et 4, 
s'expriment rationnellement en fonction de ¢, sauf adjonction de e. Les 


. , 2 t SE 3 A Le ' - 
deux quantiles : peuvent donc être exprimees de la même ma- 


nière; c’est ce que je vais chercher à faire. Soient 


2t— 3 211 — 3 2 La — 3 
3S , Sy = ———— 5 Sa ——— + 
t l 5 ty 


ces racines carrées étant prises avec les signes que leur attribuent la 
première égalité (52) et ses analogues. Recourant à l’équation (40), 
dont 4, ¢,, ¢, sont les racines, j'ai 








5) 


V(o) 


en) (ss,s,)? = 8 VC 





D'ailleurs, par légalité (52), 
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et, ses analogues multipliées membre a membre, j'ai aussi 





KANG 
88182 =~ 8 V(0) V(— 4)’ 
par conséquent, 
Mes 
SS, 5, => — ee var 
2 


Les équations (39) nous offrent, calculées déjà sous la dénomination 
de V, et V', les quantités V(+;), savoir 


V (2. 2) = oe tS |. 
Il en résulte 
SS, Sa = — FRERE —— 2(80P0N23)/— 2 (18080); 
i 3.— 1/23 


Une vérification s’offre naturellement par le calcul direct de V(3) 


qui, d’après (54), donne 


(85,52)? = — 2°(79 + 3.7iV23) = 2'(7 — 3iV23) 


De la même égalité (52) je tire encore le résultat suivant 


=> so) 3—2 vin 


ou V’ désigne la dérivée de V, et où le signe sommatoire s’applique 
aux trois racines. Par un calcul direct, on a 


22 


(553 


SRE 





I 
72) 





VD) = 27. 34 3g eb ten 14/23 ), 
quantité qui doit étre divisée par V(2). Le calcul précédent a donné 
V(£) sous la forme 
ESS ] LE FILE se 
VQ) =— T(3+iV23) = 


(3— Vas) 


La division s'effectue donc de la manière la plus simple, en 





multi- 
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pliant successivement par 3 — 723: 


(319 + 52.7i23)(3 — à V23) UP S CUS Ve 
(311 5 3) = 2*(7.11 — 17123), 
eT fa 17iV23)(3 —1 23) 


( 
(5+ 2%723)(3 — 5123) = 107 + 7iy23. 


| 
= 





it a NS, 








NOES. as 53 
V (à) = g (107 + ie js 
VE) pat 
ee yay Les (5 + 123) 


D'après l'expression de s, on a, d’autre part, 


<n 


I—2f S? + 


SET 38 








J'ai donc ce résultat, que j'avais en vue d'obtenir, 


/ 7 
| Bt is Ÿ f » . sn 
> (s+ 1) it ie nn EV 3). 
Soit maintenant 
(56) DNS? + Ms — 27(7 — 31/23) = 
l'équation dont s, s,, s, sont les racines. La précédente relation donne 


M 


AV Cake aes /23 
SANTE (5 +ives). 


(97) Na 


ol 


Ce sont ces deux coefficients M et N dont la détermination fournira 
l'expression, que je cherche, de s en fonction rationnelle de ¢. On peut 
tirer encore de Végalité (52) deux autres équations du premier degré 
entre M et N par le moyen suivant. Elle donne immédiatement 


V'(— 
V(— 


Journ. de Math. (4° série), tome V. — Fasc. I, 1889. 6 


2), 
. 





= +2 


19 — F 


"4 
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D'ailleurs, 








« st ‘2 D oe S le 3 i Ee 
Dene mn Dogon apie D | cet 


En désignant par F(s) le premier membre (56), on a, de la sorte, 


F'(27) FE 20000 
F(27) F(—2i) 2 








Pour revenir de l'équation (56) à l'équation en @, il faut chasser 
Virrationnelle s. On a donc identiquement 


(58) F(s)F(= s)=4V(1), 


où À est un facteur constant, s et ¢ étant deux variables liées par la 
relation 





En différentiant, je conclus 





(a — s*)?{ F'(s) F'(— s) V(t) 3 
6s _F(s) F(— s) t 


puis, en prenant s = 21, 








F'(21) F'(— 21) t V'(3) 
) 





= 5 = — 21 
F' (2. F(— at) 3 V(4) 
— = 7 ' Rise 2 t) A bd 
La connaissance des deux quantités = < procure les deux equations 
FPE 21) 


du premier degré dont j'ai parlé. Me contentant d’avoir indiqué ce 
moyen, je vais en employer un autre, encore fondé sur la relation (58 ). 


: : ; 3 : 
Substituant dans V({) Pexpression ¢ = 5 On a l'équation 


CP RE TT à 2e = TP M RAD et ii. © 
S DD 2°,157S7 +28 96 2 UN eI\ Ts 22.95 CH Leo, 
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dont le premier membre doit reproduire 

— F(s)F(—s) =s?(s?+ M} — [Ns?+ 22(7 — 3 123) | 
De là deux équations 
(59) Mi — N?=— 2(3.+ 725023), 


\ M? — 0°23) Ni — 27159 = 977 23) 
| Be eae LY 2a One WN 28) 


(60) 


Entre cette derniére et l'équation (57) éliminant N, j'obtiens 
2 EN IN RE ig 2 A A 
NS. 8M = 2°. 3iV23( — 3123), 
équation du second degré donnant les deux racines 


M =— 44 3(3.9 + i723). 


= 
/ 


Une seule convient, que l'on distingue immédiatement comme devant, 
par l’équation (59), fournir, pour N°, un carré parfait. On trouve ainsi 


tel est le premier membre de l’équation cherchée. 
Si, de même, on pose 


at FRS EC 26638 3 
CL EE" LH bt de Las Bi RLY sear ei. 


ces quantités sont les racines de l’équation ®(s’) = 0, dont le premier 
membre est conjugué du précédent, 


REIN =. te 19 / ne Pai oN DE wa Eee fy ed 
P(s')=s 17s + 2.195 — 27.7 + 1V23(35s 28 2°.9). 


Par là sont exprimés, comme on le voulait, s et s’ en fonction de ¢. On 
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a, en effet, 





= Ns? 22( > — 3iV23) 


(61) st M 


2 


Be oe 2t—3 , 
égalité où lon mettra, au second membre, ne. la place de s°. 


; : à DUR 
Pour s’, on prendra la relation analogue où l’on mettra à la 


9 


place des 

C’est en vue d’effectuer complètement les trois dernières transfor- 
mations du second ordre que j'ai calculé F et ®. J’arrive à ces trans- 
formations. 


Les Trois FONCTIONS DE L'ORDRE PROPREMENT PRIMITIF. 


Aux périodes 2Q, 2Q/, définies par les relations (50), 
TO 20, two == 2 — Q, 


correspond une nouvelle fonction Pw, dont je dénote les éléments par 
des lettres majuscules. La transformation conduit, par le méme calcul 
que plus haut, a la relation suivante, analogue de l’égalité (51), 


Vle—e)(e E — E’ 


ote 2 e EK’ 





Le premier membre est, en valeur absolue, égal a 





(3 —2t) (Ban), 


quantité réelle, puisque £ est purement imaginaire. D'après la nature 
de la fonction P, dont les invariants doivent être réels et le discrimi- 
nant positif, les trois quantités EK, E”, E’ doivent être réelles, rangées 
ainsi en ordre décroissant; de plus, le rapport Q’::Q étant supérieur 


nl 
Vu 


à l'unité, E” est négatif, et l’on aura 


E FH ERA 2" 0 3 0 
Re V9 lle LISS | 


E7 





(62) 
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le signe est ainsi choisi, parce que s et s’ sont des quantités conjuguées, 
comme il résulte du calcul précédent, et que st est réel et négatif. 
Ayant obtenu s et s’en fonction rationnelle de ¢, nous avons done, 
sous la méme forme, les éléments nouveaux. Mais il faut réduire leur 
expression à la forme la plus simple, et, pour ce but, je vais ex- 
primer dss’ par une fraction du premier degré. Soit 
H 
iss’ = = 
G 
la fraction cherchée. Ayant mis la relation (61) et son analogue sous 
la forme 


on conclura que l'égalité 
ASE: H 


Pl Ga 


a lieu en vertu de l'équation V =o. Le premier membre est donc divi- 


; : ; KV ' 
sible par V, et doit avoir la forme ate De la, 
; Pash KV 
(63) FER rt 


ce qui doit être une identité. Il s’agit donc de trouver les deux poly- 
nômes du premier degré G et K par la condition que le numérateur 
soit seulement du troisième degré au lieu du quatrième, qu'il soit en 
outre divisible par TT’. Le quotient, du premier degré, sera le bi- 
nome H. 

En substituant dans l'égalité (61), on a d’abord 


= 1[Ns° + 2?(9 — 3iV23)| 2 010 3.17 3(2¢ +3) 10/93, 
T = 1(s MERE 3525, 
S = 2.310021 — 3 1423, 
T= 2°. 575" 
Vis (2 = 3) ES (2t+-3) T+ tS”. 
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Pour T = 0, ona ainsi 


V=—i5*- 
on doit donc avoir 
(64) SICEKS=0 (div. T) 
et, semblablement, 
(65) SG—KS'=0 (div. ae) . 


Au moyen des égalités 
14+ Ts ot; 
(22,6 — ifo3)T — (2? Sees Y= 50 


on peut exprimer S et S’, sous forme linéaire et homogène, en T et 1’; 
on trouve ainsi 


5 = (TO EI Vas) Deere 2/23) s 
Sr (3 2/23) eet 23) TS 
Par la, les deux conditions (64) et (65) deviennent 
(re 1/33) G'S a(B cy a3 Reo (diverts 
(1 iva3) GE NOR (div. Dy 
Si donc on pose 
Gavieers, Rego "zx" TT", 
on obtient les conditions 
(tin 23) SNS NE — 0, 
(11+ 123) y + 2(3 —iV23)k =o. 


sn exprimant enfin que le terme du quatrième degré disparait dans le 
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numérateur (63), on trouve la dernière équation 


2,73[(20 + iV23)y 0 iV/23)y'| 
= 5.191 23|(20 LP iV2oyk +(a20— iV23)k |. 


Les équations précédentes fournissent 
ak == 5123)’, 2 —=— (5 51/23 )7. 


Substituant dans la dernière et prenant arbitrairement un coefficient 
de proportionnalité, je trouve 


y = 05:23), tal TL 023), 


2 2 


k = 2(5 — 21123), HOT ary 00 |, 


d'où résulte 


G > — 3.711 -+ 27.194 23, 
Me 8 9..93t 3123). 


>, ce qui donne 


I] reste a trouver H. A cet effet, je prends ¢ = À 


V=— 1 
el, par conséquent, 


TT'H = iS(SG + SK). 
Pour { = À, nous avons 
ee = Fry 25). SLT ES 
Keo! 373.4 ivad), 


G == 3(— 3.11 + 7.19723), 
S’ Geek = 2'.37(481 + 11.179123). 
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D'autre part, 
T 28 Se) = CS: cya 
T =3(a1 — iy23) = 2(5 —34y/98)(3 + 1128), 
TT’ = — = (11 + 5iy23)(3 + iva3), 
2S = 3*(7 — 3iVa3)=— 5 (3 + iy23)*. 
I] vient donc 
(11+ 5iVa3 HH = oye 1 Ve 
ou finalement 


H = 23001 — 102m (1= 5). 


Le changement du signe de ¢ et de 23 laisse inaltérés V et G, change 
K en — K, échange T et — T’, ainsi que S et — 8’; ce changement a 
donc, pour effet, de reproduire H, changé de signe. On a donc aussi. 


H == 9° 37(9-10-4- tye (1°). 


2 
Par conséquent, pour ¢ quelconque, 
H=s18(2 come). 
Comme vérification de ce calcul, prenons ¢ = 0, ce qui donne 


— KV =2°.3*iy23, | 


=O: 
TT oO D 
J'ai donc la formule cherchée, savoir 
H a 2°.3(2.7.11¢ — 31/23) 


LSS ee 
G 37,11 — 2.7. 192t/23 
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Mettant ¢ = a, on la change en la suivante : 
ve HONTE PE NOT 
_ poy PB 3.7.0) 
11C+ 7.1923 
Remplaçant enfin € par son expression (46), j'en déduis, sui- 
vant (62), 


ACTE TEA TEE 


OS ort <p ne sae 
am ale 21/23 +11(9 +h) 


Prenant arbitrairement un coefficient de proportion, je poserai donc 


E = 21/23 + 32 + (823 +11)(g +h), 


(66) jay 23,— 32 — (823 —11)(2 +h), 
Hee 2/23 — 22(2 +h). 


Pour les deux autres fonctions P, et P,, les formules seront analogues, 
g+h étant remplacé par 0g + 07h ou 0? 29+ 6h. Par les égalités 
(50), ilest manifeste que, dans ces formules, EK” est remplacé par FE, ou 
E,. Mais il reste à savoir dans quel ordre E et E’ sont remplacés par E, 
et E, ou E, et E;. Pour ce but, supposant, dans le second membre (65), 
g + h remplacé par 0 g + 0?h, multiplions les deux termes par le con- 
jugué du dénominateur, ce qui donne 


[4+(0g + 02h) V23][ery23 +11(0? g + Oh) |. 
La partie imaginaire de ce produit est 


(21.23 — 4.11)(g — oe 


le coefficient de 7 est positif. L’échange de E — EH’ en +(E, — E, ) doit 
donc être fait de manière que dans 


aU Bye ie, 
+ PE 
EB; 
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la partie imaginaire soit positive. En employant les séries 5, on trouve, 
pour la partie principale, 








= a im 1/23 ea 
EE 3 + + @ 3e vay 
2 RE : 


= LT 0, 3 > 


E' 16 


1 


les autres termes sont sans influence sur le signe de la partie imagi- 
naire : c'est le signe plus. C’est done E, qui remplace E. Quant à la 
fonction P,, ses éléments sont conjugués des précédents. Ainsi, en pas- 
sant aux fonctions P, ou P,, on doit, dans les formules (66), remplacer 
g +h par 0g + 0?h ou par  g + 0h et, en même temps, E, E’, E’ par 
EX, Ey) OW par FRÈRE 


Ainsi est pleinement achevée la solution du probleme proposé. 


COMPARAISON AVEC LES RÉSULTATS ANTÉRIEURS. 
Soit posé 


(67) a cee ees 


(e'— e”)? eee 16." 


Prenons V(t) V(— 2), puis remplacons {? par son expression en y, 
savoir 


Nous obtenons ainsi, pour y, l’équation 


(4Y +1)(Y — 79)? +77.23(7¥ — 3)? =, 


qui, étant développée, se réduit a 


x “| 2 Fa \ 

(2 + 853 4 — 22 J )+1=0o. 

16 16, 1 

C’est l'équation donnée, par le R. P. Joubert, dans les Comptes ren- 
dus de 1860 (1% semestre, p. 912). Sa résolution suffit, bien en- 
tendu, pour définir explicitement les fonctions cherchées, puisque lin- 
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variant absolu est rationnel en . D’une manière générale, pour toute 
fonction elliptique, on a 


*S2= 2.31 +y)(i+4y), 
(68) 82 (y—2)a+4y)’, 
| DNS Cr Pl), 


en désignant par p un coefficient d’homogénéité, dont l'expression est 


LAURE 9e 


e’—e" _ (e'—e"} 





Ce coefficient 9 peut être pris ad libitum; aussi les invariants sont-ils 
définis par la seule quantité y, ou par #?. Mais, pour avoir les quantités 
, e”, sans nouvelle irrationnelle, il faut connaître £. 

Semblablement, à l’égard des trois fonctions répondant à l’ordre 
proprement primitif, la connaissance de y suffit aussi pour définir les 
invariants. Effectivement, en prenant la transformation du second 
ordre qui fait passer de p à P, ainsi que la transformation inverse, on 
a les deux relations 


6,6 
9 





NICE), ESE » V(E"— E)(E"— EY) _ de 


a e DE E I É 7 FE. e 


et, en posant encore 
__(Œ'—E)(E"—E") 
Mers : 


on en déduit la relation, bien connue, 
16y Y — 1" 


Prenant maintenant les formules (68), y mettant on lettres majuscules, 


au lieu de g», 83, ÿ,..., puis remplaçant Y par = by et y’ par son ex- 
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pression en fonction de c?, on trouve 


À Ce 3 (he en) 
A? G, = c(8c?+ 81), 
MA = 3°(c? +9); 
le coefficient À a l'expression suivante : 


81E" 
Pee Ee) 


A= 





yy 


Ac(E 


Oo 
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L . . L 
Sur un théorème d’Electrodynamique. Note rectificative : 
2 


Par M. P. DUHEM. 


Dans un récent Mémoire publié sous ce titre (‘), nous avions cru 
pouvoir démontrer le théorème suivant : 


Si l’on connait l’action qu’un courant fermé et uniforme exerce 
sur un élément de courant uniforme, et si, de plus, on assujettit la 
loi élémentaire à satisfaire à la condition que le travail produit 
dans le déplacement de deux éléments de courant par les actions 
mutuelles de ces deux éléments dépende uniquement du change- 
ment de position relative des deux éléments, la loi élémentaire est 
absolument déterminée. 


Ce théorème n’est pas exact. 

Pour s’en convaincre, il suffit d'envisager les diverses lois élémen- 
taires que l’on obtient en donnant diverses valeurs à la constante À 
dans la loi de M. Helmholtz; toutes conduisent à la même loi pour 
l’action d’un courant fermé sur un élément de courant, toutes satisfont 
à la condition précédente, et cependant elles sont toutes distinctes. 

Il est d’ailleurs aisé de voir que notre démonstration contient une 
faute de raisonnement ; nous croyions (p. 389) obtenir des résultats 





(1) Journal de Mathématiques, 4° série, t. IV, p. 369 ; 1888. 
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nouveaux en écrivant que 
(pe cos(F, ds) ds’ =o 


pour tout circuit s’, alors que, d’après l'expression donnée (p. 388), 
Fcos(F, ds) est une différentielle totale par rapport as’, en sorte que 
la condition précédente est une identité. Cette faute de raisonnement 
n'est masquée que par des fautes de calcul. 

Notre théorème doit donc être rejeté. 





Or 
Cr 
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Sur le développement de l "expression 


} R? — 2Rr[cosu cosw' cos(x — x’) + sinusinu' cos(y — y’)|+7r?'-'; 


5 


Par M. T.-J. STIELTJES. 


1. La théorie du potentiel a été étendue à un nombre quelconque 
de variables par Green. Dans le cas de quatre variables il faut consi- 
dérer ’expression 


(1) oe 
a Begs) (ri Va) (M Ys) + (2%, — 71)" 


qui satisfait a l'équation différentielle 


NP ARR Ai TE O8T +) OT: 








D) alt rire omlro 
Posons 
== COS U COST, Yi = KR cosu’ cosx", 
‘9 | A7 COS L. sing, DR COS Lee SITE 4 
©) 3= rsinucosy, yv;= Rsinw' cosy’, 
Li rsinu siny, y,= Rsinv' siny’, 


on aura 


ai, T= 


R?— 2Rrcose +7? 


Gb 
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où 
(5) coso = cosucosu’ cos(æ — x’) + sinusinw’ cos(y — y’). 


En développant T suivant les puissances croissantes de 7, il vient 


Le 2] 


( 6) dk DS re 


n R2+? N 


0 

sin(r +1)® 

Ici Vee a 
sin ® 


trouve l’expression en écrivant d’abord 


est un polynôme du degré 7 en cosg, dont on 


mm 1 rr 2R cose — 7)% 
le ee eee =D: St ee 
=F) 


— R?— r(2Reose¢ Re 


et en cherchant ensuite le coefficient de 7”, 


| PEL sin(m +1)® 
‘i sing 
« 


TES 


| = (2c0s9)" — ; corey se) (7 — 3) 


1.2 








(2cos9)?-* — 


in introduisant ici au lieu de cos® sa valeur (5), V, deviendra un 
polynôme du degré n en cos(x — x’) et cos(y — y’) qu’on pourra 
développer suivant les cosinus des multiples de x — x’ et y — y’. C’est 
ce développement que nous nous proposons d'obtenir. 


2. Cherchons d’abord la transformée de l’équation différentielle (2) 
après l’introduction des nouvelles variables 7°, u, x, y. 
Les relations (3) donnent facilement 


dx} + dx, + dx, + dx, = dr? +r? du? + r*cos° u dx? + r?sin° u dy? 


et de la on conclut, d’après un théorème bien connu de Jacobi, 


of (r° SIN 4 COS 4 cu ze Os rsinu cos OT 
or | aa TS aie a. 


OR yp. an oT 0 ( oT \ ae 
Se Ox (7 lang à.) = a rcotu oa 0 


“ x v 
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ou bien 





[aT oT oT 
(roo are + 
(8) | dr or du 
S | t oT a I OT OT it + OR 
a à Ou cos? u dx? sin? « dy? eae 


En introduisant maintenant au lieu de T le développement (6), on 
obtient pour V, la relation 











DA LT AV, 
— + 2c0t2u 
du? du 
4 | eT  (n +2)V,=0 
costu dx? sin?u Oy IU 2) no 0e 


C’est cette équation différentielle linéaire qui permet d’obtenir faci- 
lement le développement cherché de V, suivant les cosinus des multi- 
ples dex — x'et de y — y. 


9. On reconnait sans peine, par l'inspection des formules (5) et 
vt 
(7), que ce développement se compose d’une série de termes 


Gcosi(x — x')cosk(y — y’), 


où i, k sont des entiers tels que 7 — 1 — k est pair et non négatif. 
Ensuite on voit que le coefficient C est divisible par 


(cosu cosu’)' (sinu sinw’ )* 


et que,le quotient est un polynôme en sin?u et sin? w’. 
Nous posons 


(10) Vi= YY GR, cosi(w — æ')cosk(y —y’), 
i k 


avec celle convention que, lorsque l’un des indices 7, À est égal à zéro, 
il faudra remplacer le coefficient 4 par 2, et, lorsque 1 = k = o (ce 
qui n'arrive que lorsque z est pair), il faudra remplacer 4 par tr. 

En introduisant le développement (10) dans l'équation différen- 
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tielle (9), on obtient pour R%, l'équation différentielle 























aR? ,. dR? , ile Ke ; n 
la see 2)—-—,_ — =, | R;, = 0. 
(1 1) du? PEO LEE du an ABER = ) COS? u sin? « ik 
En posant maintenant 
RE aj ee (1 a A 
ik COS USIN" US; 4 
S’, sera un polynôme entier en 
{— sin? x 
et l'équation (11) nous donne 
BS RE _ dS", 
à > ; ke ( ik eat 3 
(15 OCDE ETS mL Eye Li er ap Si, Os 
DENT 
| ’ a 
2 
To ( Gt Kole ye ot 
(13) | g = ES 
D 
y= k Sr lke 
On en conclut 
Di GF(a; 0, os? 4 ); 


a en effet est un nombre entier négatif, en sorte que la série hyper- 
géométrique se réduit a un polynôme. 
D'après cela, on doit avoir 


Ri, = GC cos'usin'u F(a, B, y, sin°u), 


C étant indépendant de wu. Mais il est clair que le coefficient R?, est 
symétrique en uw et u'; donc 


In 


(14) LR, ce, (cosu cosu’) (sinwsin wu’) 
14 ; 
| 


< F(a, B, y, sin?) F(a, B, y, sin? wz’), 


ec”, étant un coefficient numérique qu il reste à déterminer. 
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4. Pour cela, posons uw = wv’; on aura 


cosp =(1 — t) cos(x — x’) + soy ah 
Ri = et, (1 — OA (a, 8, y 0), 


), 


A 


et, à cause de 1 + k — 24 = n, le coefficient de {’ dans R?, est 
ae B +1)... (8—.x — 2 
iye, [REED 
LAC a D Tel) 


Mais, d’autre part, d’après la formule (7 ), le coefficient de ¢” dans V, 
est 





2] cos(y — y’) — cos(x — x’)|". 
in posant done pour simplifier 4 = 7, y’ = 0, on doit avoir 


/ 


2"(cosx + cosy )” 

a) | à DE 1 AR EN oe | cos Ex coshy. 
Mais le développement de 

2"(cosx + cosy)” 


se trouve directement sans difficulté, et le résultat est 


2”(cosx@ + cosy)” 


(16) fe => 2: Sa ne) 174 


La comparaison de ces formules (15) et (16) donne la valeur cher- 


Phee dec’: 
n—i+k) n+i+k 
D HOUSE 
(17) Gone n—it—k 


ee LC cee) 


5. Voici maintenant comment on obtient le développement (16). 
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On a d’abord 


2" (cosx + cosy)" = > (n),(2cosx)"-"(2cosy), 


en posant 


— n(n—3)...(n—r+1) II(n) 
(1) = Fa ter — f(r) (7 = 








et comme on a, d’autre part, 


C2 COsa je Y 2(n),_.cosr9, 


r 


il vient 


if / 7 
2"(cosx + cosy)” = > ù s A(n),(n —71),_,_;(1),_,costxcosky, 
r i k ray me 


et, en écrivant 


/ t 
21 (COST +- cosy)" == D: D he?,costx cosky, 
i k 


on aura 





2 


D) CT) a Da 
= 9 9 


où 
rakes kee, n — 1. 


+ + n—t—k r—k : ape : 
SOU —— — m, —— =s; l’expression précédente dévient 


4 


m 


CR > (2) tes We — k — DELA + 25)? 
0 


Mais on voit facilement que 


(nrr2s(n—k —25)5.(k +25), =(n),(m).(n — myss 


== (12) (m),(n == M} en 
donc 


Cp )n[ Qt )o CR = MN) ae mek (M) (1 — 1) ont | 
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ou 


Cis aa (i?) AG) ALES 


ce qui fournit le développement (16). 


On voit que e;, est le produit de deux coefficients binomiaux, il en 
est de même de 


Ci, =(n — m),(n— m — 1). 


6. Voici donc le résultat de cette analyse : 


ho — 2Rr[cosu cosu'cos(x — x’) + sinusinu’ cos(y — y’)| + 1? {>! 


ao 


re 
= D Va Re?’ 

: / / a A 3 
V,= >» » Ac, (cos u cosu’ )‘(sinw sinw’ )* 

i k 

< F(a, B, y, sin?) F(a, B, y, sin?u’) cosi(x — x’) cosk(y — y’), 

i+k—n 
SSS 4) 


D 


4 





Lt+k+n+a2 
gites, 
y=k +1, 


: Niger hl Cra) 


Lik =e paar Fe TER UNE | | : 
No II —) (hk) (4) 


M. Tisserand a obtenu d’abord, dans le tome LXXXIX des Comptes 
rendus des séances de l’Académie des Sciences, ce résultat, qu’en 
sin( + 1)9 
easing) =? 





posant dans l’expression 


COS D = cos’ u COST + sin? uw COS Y 


et en développant suivant les cosinus des multiples de x et de y, le 
coefficient de costx cosky est égal à 


We pcdse- sin?" u $*( a, BY; sin u). 
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Mais la découverte de ce beau résultat a été extrêmement labo- 
rieuse, comme on peut le voir par l’analyse compliquée par laquelle 
M. Tisserand a démontré son résultat. 


En réfléchissant sur cette belle formule, nous avons observé d’abord 
qu’en posant 


COS® = COSU COSU' COST + sinUSIN UW’ COSY, 


les coefficients devenaient des produits de fonctions analogues en u 
et u’, et nous avons trouvé ensuite dans l’extension de la théorie du 
potentiel au cas de quatre variables l’origine vraie de cette formule. 
Nous observons qu’un point essentiel de notre analyse consiste dans 
ce changement de variables 
TL = T008 C0 T, 
&, — rCOSUBINT, 
£4 = sin Ucosy, 
Ds = TEN Using. 
Green, Jacobi et d’autres géomètres qui se sont occupés de cette 
extension de la théorie du potentiel ont introduit d’une autre manière 
des variables analogues aux coordonnées polaires, en posant 
T= 60s 0; 
MU LD On 0., 
v,—=rsin§, sin 9, cos0., 
dis Sin. 0 5111.05. 


7. Ilest clair que notre analyse est parfaitement analogue à celle 
de Laplace concernant la fonction 


X,(cos0 cos’ + sin 4 sin’ cos¢). 


I] serait facile de poursuivre cette analogie et d'arriver, par exemple, 
au développement 


(18) (cr) >, ZL, 


rey 
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ou 


wld 


r n+l hte , sin(m +1)® 
(19) ZY = — sinu, cosu, du, 1) te Bley. ee, ) = a LE de ie 


2 
27 oe sing 





COSY = COSUCOSU, COS(X — x,)+ sinusinu, cos(y — y,), 


F(u,x,y) élant une fonction arbitraire continue, donnée pour les 
valeurs 

GRAN TEE, re 

FRE CMS 

0 ie < 27; 


et telle que 
F(0,x,y) est indépendant de y, 


.[T : , 
#(=,0,y) est indépendant de x, 





Ue ies ay 


SU. eon): 


GUO.) = 





Mais, au lieu d'insister sur ce sujet, nous croyons être plus utile en 
appelant l'attention sur quelques autres formules. 


8. Soit 
Vin = cose, COsOi—, 
V, est un polynôme du degré x en x, et 


AN ave 2 
(20) M) eV, =O. 





in posant 
æ = cos? u + sin? uw COS YŸ, 
on trouve 








OVn dV , 
Jn = 2sinu cosu(cos) — 1) > 
OV, + 9 . dv, 
Poe si usin on 
dV, \ ale ; ae dV, 
a = 4sin?u cos? u( cosŸ — Ve + 2cos2u(cos) — 1) Te 
Ar 
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En substituant ces valeurs dans l’expression 























| 7 g GAY 
ean ov? 

; ae ae AV, te. 
et en déterminant « et 8 par la condition que le coefficient de = soit 
égal à 1 — a, on obtient 

loo Ve ORAS 
hou sin?u OÙ? 
—— 2 d de I + ; ; oe dV, 
= (NN) eme (COS UE cos) — cos2u cosŸ] = 
et ensuite 
1 ON be A Le I OV CL dV 
TRES CRETE = + —— 2 —=(1— x?) x —; 
A du? sin?u O4? Asinucosu 0x dx dx 


a: PATATE CE à 
ov? 2sin2u Ou FER 





2 
(21) shi ue re 
A du? sin? u 








Mais il est clair qu’on peut développer V, suivant les cosinus des 


multiples de Ÿ et en posant 


/ = 71. 


V,, ==) so hates.) 


1 


(22) 


On trouve, en portant ce développement dans l'équation (21), 





1 o?R? I OR? ha me i ms 
+ - : > — —— pK 
4 du? 2sIn2u Ou are i 


ou, en posant Rf =(sinw)*S?, sin? =, 


2Qn nM Ba 
(23) ta — 1) a +(2t+1)(1— Nes + (nn?  ?) S53 e 
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’ 


d’ot Von conclut 
Sf} = CF(i — n, i+n, 2i+1, L) 
et 
R? = C(sinw)* (i — n, t+ rn, 21+1, sin?w) 


La détermination de la constante numérique C s’effectue encore 
sans difficulté en comparant les coefficients de ¢” dans la formule (22 
On obtient ainsi le résultat 


| cos® = cos? u + sin? u COsŸ, 


/ cosn =n> 2 IS (as Bes Ni sin?! uw 
(24) \ COS (nm — ¢) U( 22) 





DOI —n,1+n,21+ 1, sin? xz) cosi. 


9. On doit à Hansen un résultat analogue qu'il sera bon de rappeler 
ici 
| X, (cos? u cosx + sin*w cosy ) 


! / : rs 
10) 4 = D Me cos'usin u 
i k 
| < F(i+ kh—n,ti+k+n+1,2hkh+1,sin?u)cosixcosky. 


L’analyse de Hansen est trés compliquée, mais M. Tisserand a fait 
voir (Comptes rendus, t. XCVII, p. 815) qu’on peut obtenir cette 
formule d’une manière analogue à celle qui vient de nous donner le 
résultat (24). 

Mais, quoiqu’on parvienne ainsi d’une manière élégante à établir 
ces formules (24), (25), il nous semble pourtant que L jéntable ¢ ori- 
gine analytique de ces formules et des expressions 


cos? uw + sin?u cosy, 
cos? U cosa + sin? u cosy 
reste a trouver. Est-il possible d’arriver à ces résultats par une théorie 


analogue à celle du potentiel? C’est là une question que nous avons 
cru utile de poser au moins. 


eS 
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Sur le développement des fonctions implicites ; 


Par M. F. GOMES TEIXEIRA, 


Professeur à l'École Polytechnique de Porto, ancien professeur à l'Université de Coïmbre. 


Dans une Note Sur le développement des fonctions implicites, 
publiée dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
3° série, t. VII, 1881, nous avons présenté une formule pour déve- 
lopper en série ordonnée, suivant les puissances croissantes de x, une 
fonction uw définie par les équations 


er) | u= f(z), 
( gest wo,(2) + x? 0.(2) +...+ a oi (2), 


a savoir 


[SO + 2f OHO + 
Mh fe) 9s(4)1* a (#18. 


LL [ox 2 (Ce): i 
| RO AT t Ee 





où la somme Ÿ se rapporte à toutes les solutions entières positives de 
l'équation 
+28 +37 De teem ge 
el où 
ba +f+y+...+ À. 


De cette question se sont ensuite occupés M. E. Cesaro dans les 
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Nouvelles Annales de Mathématiques, 3° série, t. IV, 1885, et 
M. David dans le Journal de l’École Polytechnique, LVIE Cahier ; 


1087. 
Nous revenons aujourd’hui sur ce sujet pour déterminer quelle 
valeur de uw doit être considérée comme représentée par la série (2), 
et pour étudier les conditions de convergence de cette série. 


Tuéorème. — Sotent 


FS (5), p(z), (2), ...,0,(3) des fonctions holomorphes dans Vin- 
térieur d’un contour K ; 

L'un point intérieur à ce contour ; 

a une quantité positive assez petite pour que la condition (|A | repré- 
sentant le module de A) 


gk de 








(3) EE 








ae 








soit satisfaite le long du contour K. A chaque valeur de x, qui satis- 
fait a la condition |x|< x, correspond une valeur unique 3, de z 
existant à l’intérieur du contour K, et f(z,) est susceptible d’être 
développée en série ordonnée suivant les puissances croissantes de x 
au moyen de la formule (2). 





En effet, de la condition (3) et de | 


2 = 
x? p(2 


x v(z) 
+ 








el, par conséquent, 





20,(2) + 2? Oe et p(s) | are 





Donc, on peut appliquer la série de Lagrange aux équations 


Ute). 
g=t+aF(z), 
ou 





F(z) 3, ©,(2) i £0, (z) ae ct 2"! 04(5)3 
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” 


ce qui donne (') 


f4)=f(t) + R(t) FE) +. 





(4) am qdin— LE (2)” (¢)} 
a mi dm TRO SON | Runs 
ou 
Rez | 2 in 
ae æ FC) 
(z — eyes [1 — = À 
Luan TS 


On sait que, pour les valeurs de x considérées, la série (4) est con- 
vergente; nous allons faire voir qu’elle est uniformément conver- 
gente. 

L'expression de R,, donne 









































































































































fe) F(z) |™*! {1+ | a2 94,(z)|+...+ | 2* o4(2) |} ds 
| Ru |< —t z —t DT SENTE. 
z — 
K 
mais 
x F(z) x? ie a! an 
Re — 2 |= ae 
a (3 a? w,(2z) ak ox (23 
= are guy je te + RE 
er 
F ‘(2 
:— Steet? 
3 DT ako, (2 
nc CE aee =) 
C4 3 a? pa (3 ak oz B) 
beg lors aa Var ge ad f 
donc 
f(&) 
K 
AA ee a qr(s Ta ONE ak pr(s)|ids 
| bie ; À a (3 on [2% eels) ) | 
Fgh 3 —t || 




















(!) M. C. Jorpan, Cours d'Analyse, 1. il, p. 308. 
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Soient maintenant 


M le maximum de 





M, le maximum de 
1+ |a9,(3)|+...+|a*9,(2)|5 
le maximum de 


ak « 
s—t 














es 
le long du contour K. Nous avons 


MM, ue rie 
[Ry l< | og ds 


et, par conséquent, s représentant la longueur du contour K, 


MM, ee 
| he | ei Be a. 


pour toutes les valeurs de x, dont le module est inférieur à a. 
+ | . 9 . 
Comme M,<1, on voit donc que l’on peut, quelque petite que 
soit la quantité e, déterminer m de manière que l’on ait | R,,|< € pour 
toutes les valeurs de x qui satisfont à la condition <a. 
Donc la série considérée est uniformément convergente dans le 





FA 





cercle de rayon a. 
Cela posé, si dans la série (4) on pose 


F(t) = pt) + pate) +..+ a*"'9,(4), 


on voit facilement qu’on peut développer chaque terme suivant les 
puissances de x, et qu'on obtient des polynômes respectivement des 
degrés 0, k, 2k, 

Donc, en vertu d’un théorème bien connu de la théorie des séries (‘), 





(') M. Weiersrrass, Monatsberichte der k. Akademie der Wissenschaften 
su Berlin, 1880; Bulletin des Sciences mathématiques, p. 160; 1881. 
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la fonction f(z, ) est susceptible d’être développée en série ordonnée 
suivant les puissances croissantes de x, et convergente dans le cercle de 
rayon @. 

Le théorème énoncé est donc démontré. 

La méthode précédente donne même la série trouvée dans mon 
article antérieur. 

En effet, le terme général de la série (4) est 


xz? a IT(e) +... ak to (bP f'(0) | 





b| dei 
ou 
Ww Si L912) #0 e2(2)18.. -[oe(OP 0 2 
> POS al Bl...d! eta 
bi dtt—1 ? 


où la somme > se rapporte à toutes les solutions entières positives 
de l'équation 
at+B+y+...+A=b 
ou 
D PALL eM Lee OP garage 
al Bl...rlde-! 
Donc le coefficient du terme du degré n dans le développement 
de f(z, ) en série ordonnée suivant les puissances croissantes de x sera 


do {Tor (Cp (2)18. - Tee (OP S(O | 
D al Bl...X! déé-1 j 


où la somme D se rapporte à toutes les solutions entières et positives 
de l'équation 
at+28+3y+...¢kh=n 
et ou | 
BoB Eye... + À. 





, a AUTRE 
nent oa ab sorbate ato altel 
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[LAAL EL 





er 4} { MAL. RCE RE 5 fé ye 
ee en ENTRE 
a LIT 
‘ pt, 
arr i a Hate. va traite), > Lee ie] À 
TA," an UE 
. TE , 
; é er 


arn; iar RTE A 4 a 4 de I ENT RACE 
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Vrs Area Qu À 
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Extrait d'une Lettre a M. HERMITE; 


Par M. F. CASPARY. 


Berlin, le 18 novembre 1887. 
in combinant les nouveaux résultats que vous avez eu la bonté de 
me communiquer le 6 septembre avec vos anciens, expliqués dans le 
tome 52 du Journal de Crelle, j'ai trouvé qu'il y a une liaison intime 
et intéressante entre vos recherches et celles de M. Weierstrass. Voici 
nes remarques : 


1. Soit 
SY) = y" + 4Wy° + 6ey*+ 4@y + € 
ee a ea) nl) à) 


une forme du quatrième degré. En substituant 











me Ce as + À 
+9 tx ys+o 
et en posant 
| ae MEURTRE ad — By 
(2) LEA AR pee Ua bY(a—'C)(a—dy 
| bs = Bee er ny ds — 8 
C) COTON Ca apr = 
a ee dy ar DR ONE 
l'expression différentielle aay se transforme immédiatement dans 
ae, 


Journ. de Math. (4° série), tome V. — Fasc. I, 1889. IO 


74 F. CASPARY. 


ds 








L'expression —- Si l'on soumet les quantités e,, 
VA(S —e)(S —e:)(S —e;) 
€,, €, à la condition 


(4) eC, +e, +e3= 0, 
et si l’on pose 

{ EU 
(5) Cn, t+ C30, + 0,03 =— F821 Cilaos = 7839 


. Phat - : ds ; 
cette expression différentielle prend la forme =; qu est 
VAS m5 2565 


exactement celle que vous avez découverte (Journal de Crelle, 
t. 52, p. 8)et que M. Weierstrass a introduite comme forme nor- 





male. L'intégrale de cette expression est représentée par la fonction 
s — p(u), dont la découverte est due à cet illustre géomètre. 
D'après les formules (3) et (4), on a immédiatement 





et. ts / b iG d ù 
PERTE ttes Fri 








> my ( I iP I x i | 
CE = ; 
'\a—b a—c MEL 


et la seconde formule (2) fournit pour le facteur m la valeur 


m=— a (a — b)(a—c)(a—ad). 


Done 





ib | L be 

(6 a plu)— = (e—b)(arc)(a—d)( ii. Het ey 
) >= — 
p(u)— (a—b)(a—c)(a—d)( PEER - | 


AE VD GA asd 











\ 


2. On peut donner a la substitution (1) la forme 


a(S — 3) + B+ ae; 
Y= a) ro ye, 
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Comme les formules (3) fournissent les valeurs suivantes 














\ N y(a—b)(e, —e 
B+ac;=d(è+ye), 0 + Yes = A ina Mr au, 
ON a 
a(b—d)+d(a b) 2% 

(7) ye ES. 
/ — -. 
yh es are ead 5 palais 
S— €; 





D’après les formules (3), on trouve 
ol : AGL 
e,—€;= —(a—c)(d—b), €,— €;= —(a—b)(d—c) 
4 4 
et conséquemment 


(€,— €;)3(e, — e,) =(a — b) (ec —d):(a—c)(b—a). 


an posant 


die, )i,(¢,-— ey) = K*, Ve, — 6,4 = 


SX 


la formule (7) se-transforme, a cause de l'identité 





à AT ie eee 
oh sn?(Ve, — €,u, k) 


dans la relation suivante 





a(b— d) + d(a — b)sn?: 
(8) 


Pa b— d+ (a— b)sn’'ë 


qui est exactement la vôtre. En changeant e, en e, cl e,, on trouve 





__a(b— d)cn?ë + b(a —d)sn%% 
Be (b— d)en?= +(a—d)sn*z 
|} __ a(a—c)(b—d) dn®= + e(a — b) (a — d)sné 
| mi. (a —c)(b—d)dn*=+(a — b)(a—d)snt_ 


(9) 
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Si Pon désigne par p et g deux quantités arbitraires, de la formule 
(8) résulte 


_ (a—b)(pd+q)sn?§+(b—d)(pa+q) 
PACS (a — b)sn?6 + b—d 





En comparant cette formule avec la suivante 





sn(£ +ow)sn(é — w)— 
ona, pour la détermination des quantités p et q, les relations 


(a— b)(pd+q)=b—d, 
PA QE sn 5), 
(a — b):(b—d)=— k’ sn’, 
d'où résultent 
sn?w —(c—a):(c — d), 
pd+q=—(b—d):(b—a), 
pa+tgq=—(e—a)i(e— ad). 


Par conséquent, on a 


p — (a —b—c+d):(a—b)(ce—d), 
gq = (be — ad):(a — b) (ce — ad) 
eb 


= ad — be (a= pic —d) r “ig 
(10) Y= 5 eee va gent >) en (GERS 


ce qui est votre deuxième relation. 


9. On tire immédiatement des formules (3) les relations 


À ab db ol 
(11) Pee à er gk) nr 7 Bb, €, aren es 
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Le | 
SI 


où J'ai posé, pour abréger, 
A =(a— b)(c—d), 
B=(a—c)(d—)), 
T=(b—c) (a—d). 


A cause de la relation (4) résultent des formules (11) les suivantes 


clk 


12 


CAD ), 





alo alo 
(12) e,= — (B_TY), en A), e, = 


et par conséquent les expressions (5) se transforment ainsi 





/ As | 
ER (A? + B?+ 7), 
(19) < , Le 
R= es (B—T)(T — A)(A —B). 
Si Pon pose de plus 
(14) (ee) ee) (e,— en)? = G, 
ona 





En désignant par G, et G, les deux invariants de la forme homo- 
gene 


FV Va) = MY, HF ABY Vat 62 + ADY Ya + CVs 
et en supposant que cette forme, par la substitution 
Yi= as, + Bs, Va = YS, + 98a; 
se transforme dans la forme homogène 


h(4s) Sa — 225.8 — 2553), 


= 


ona 


(ad —By)'G=h?g,, (a3 — By)G = he. 
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D'autre part, on trouve 











dy yedy;— yay. ad — By So ds, — Si ds» 
| — _ = a —) 
VI(Y) VI (9192) Yh V48% 8, — 225,53 = 855; 


et l’on aura les relations introduites au commencement de cette Note, 
si l'on pose 


ao — By V2, Vi V2 = Y; S| So eee 


Donc §,= g, et G, = g;- En posant de plus G = 4A, on tire’des 
formules (13) et (14) le résultat suivant 


27 (2 1 AS Lt 





. 
> 
» < 
» 


+) 9 (B—T(TSAy(A—By SAR 


quise transforme si l’on introduit A ; B= — ¢, 1: B =e —1, dans lé- 
quation 


D3 Ce 
G5 27 (: 


wr 
b&b 





16 
3 — SS | = a nee 
po Pepe nu lof en) oy) 2 STRESS A ey) 


En posant e+ -=¢+1,0na 


D | — 


by a le 4 Shee se) 6) eye ere <a) ele im © @ e095 


et à cause de ces identités la formule (16) se transforme dans la sui- 





vante 
23 - 12 
(17) Ga — zd G3 cae! +. SEP ; 
4v3 hei — 279 +27 27(" —1) 


qui prend aussi la forme 


(18) fAv®— 29G)¢ + 27G3 — 0. 
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Les formules (15) à (18) représentent pour 9 = A? les différentes 
formes de l'équation du douzième degré que vous avez bien voulu me 
communiquer. En Géométrie les six valeurs de 2 représentent les six 
rapports anharmoniques auxquels donnent lieu quatre points situés 
sur une ligne droite (Chasles, Mobius). Il y a encore quelques rela- 
tions sur lesquelles je suis tombé en étudiant vos résultats excellents: 
cependant, pour ne pas abuser de votre indulgence, je termine. 





{ Ub, a te 4 Pre far PE a 7 a a 3% 
- | NET Ry ah, 1394 ave , ‘op, Men /e din 
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Sur le théorème d’ Abel et quelques-unes de ses applications 


à la Géométrie ; 


Par M. G. HUMBERT. 


1. Dans un Mémoire publié au tome II (4° Série) de ce Journal, 
nous avons fait connaître une formule simple, qui permet, étant données 
une courbe algébrique plane et une intégrale abélienne appartenant à 
celle courbe, de calculer @ priori la somme des variations de l’inté- 
erale proposée sur les arcs décrits par les points d’intersection de la 
courbe considérée et d’une courbe algébrique variable, faisant partie 
d'un faisceau ponctuel. 

Cette somme est, comme on le sait, depuis Abel, une fonction algé- 
brique et logarithmique du paramètre du faisceau, et la formule que 
nous rappelons donne un moyen facile de calculer cette fonction, 
ou plutôt sa dérivée par rapport au paramètre : on est ramené à une 
simple évaluation de résidus. 

Il n'y aurait presque rien à changer à cette théorie pour passer du 
cas de la courbe plane à celui d’une courbe gauche : les coordonnées 
d'un point d’une telle courbe peuvent en effet s'exprimer en fonction 
fuchsienne d’un même paramètre, et, en partant de ce principe, on 
n'a qu'à répéter pour la courbe gauche les raisonnements faits pour la 
courbe plane. La formule fondamentale du Mémoire précité permet 
ainsi de calculer la somme des variations d’une intégrale abélienne sur 
les arcs décrits par les points d’intersection d’une courbe gauche et 
d'une surface algébrique variable appartenant à un faisceau ponctuel. 
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Au lieu de supposer que la surface variable appartient a un faisceau, 
on peut considérer le cas plus général où elle fait partie d’un système 
algébrique : la question se traite d’une manière toute semblable, et 
l’on arrive à une formule de même nature que celle dont nous venons 
de parler. 

C'est cette nouvelle formule que nous allons tout d’abord démontrer : 
nous étendrons ainsi aux courbes gauches, en les généralisant notable- 
ment, les résultats que nous avons établis pour les courbes planes. 

En second lieu, de la formule nouvelle, nous déduirons un certain 
nombre de conséquences analytiques, dont la plus importante nous 
permettra de donner une extension du théorème d’Abel aux intégrales 
doubles et triples, et de retrouver, pour ces intégrales, un certain 
nombre de propriétés que nous avons rencontrées dans le cas des inté- 
grales abéliennes ordinaires. 

Ces développements analytiques constituent la première Partie du 
présent Mémoire : la deuxième contiendra les applications géomé- 
triques, parmi lesquelles nous signalerons celles qui concernent les 
aires et les courbures sphériques des surfaces algébriques, et les vo- 
lumes limités par de telles surfaces. 


PREMIÈRE PARTIE. 


I. — Le THÉORÈME p’ABEL POUR LES INTEGRALES DÉPENDANT 
D'UNE COURBE GAUCHE. 


2. Soient deux surfaces algébriques 
K(X, A2) 2270 et p(X, ae 0, 


de degrés m et n, se coupant suivant une ou plusieurs courbes gauches 
indécomposables; considérons spécialement l’une de ces courbes que 
nous désignerons par C. 

Les coordonnées X, Y, Z d’un point de C peuvent, d’après un théo- 
reme de M. Poincaré, s'exprimer en fonction fuchsienne d’un para- 
mètre À; ou, si l’on veut, les coordonnées homogènes x, y, 3, ¢ d’un 


point de la courbe (étant pose X= 7 Nites ‘, LE 


I 


) peuvent se 
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mettre sous la forme 
v=9,(A), yv=9(A) 2=9,(A), ¢=9,(A), 


,, ..., 0, désignant des fonctions thétafuchsiennes holomorphes de la 
variable A. | 

Ces fonctions appartiennent à la première famille de M. Poincaré; 
le polygone fuchsien correspondant a 4p côtés, les côtés opposés sont 
conjugués deux à deux, et la somme des angles est égale à az. 

Cela posé, considérons une intégrale abélienne quelconque appar- 


tenant à la courbe C, 
— Q,(X, Es Z) V 
ras 
a ete Pe Se 1 nt. 12 
Q, et S, étant des polynômes entiers. Remplaçons-y X, Y, Z par oh 


ae & . ae. . ! . A > he 
>>? et supposons æ, y, 2, ¢ exprimés en fonction thétafuchsienne 


de A; l'intégrale prend la forme 


Age OUR 7, 2,0) | / à 


x’, t’ désignant les dérivées de x et ¢ par rapport a A. Par suite de la 
pp! ' A 0 I 
différence des degrés des polynômes Q, et S, et du facteur z provenant 
Ape. , x : : à ; 
de la différentielle af?) il a pu s'introduire, au numérateur où au 


dénominateur de l’expression soumise au signe f', un facteur /“; nous ne 
le mettrons pas en évidence, le supposant compris dans Q ou dans S, 
mais alors la différence des degrés en x, y, z, des polynômes S et Q 
sera égale à 2. 

Nous désignerons par g le degré de Q; celui de S sera g + 2. 


9. Soit maintenant un système de surfaces algébriques dont l’équa- 
lion dépend algébriquement d’un paramètre 4, 


DEXIA} uw) 0 
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ou, en coordonnées homogènes, 
DES 5, bs) 0:. 


Proposons-nous d'évaluer la somme des intégrales I, dont les limites 
inférieures sont respectivement les arguments des points communs à la 
courbe C et à une surface 


DR VERS = 0. 
et les limites supérieures les arguments des points communs à Cet à la 
surface 


DCL, coils aL) 0: 


Considérons, à cet effet, l'intégrale 





Ja [Qe Een ee 4 PARIS Eee | 


» ¥, 3, t) (tr, y,,4, t, u) 
r, Y, 5, ¢ étant toujours supposés exprimés en fonction thétafuchsienne 
de À 


La fonction soumise au signe f, c’est-à-dire la fonction que nous 


désignerons par O(À), 


a(A)=8 328 (at — at’) 


est une fonction thétafuchsienne de degré un, car elle peut s’écrire 
Qe ov, a ) 
Set te SG = 


et, sous celte forme, on voit qu'elle est le produit de trois facteurs, 
dont les deux premiers sont des fonctions fuchsiennes, comme étant 
les quotients de deux fonctions thétafuchsiennes de méme degré, et 
dont le troisième est la dérivée d’une fonction fuchsienne, c’est-à-dire 
une fonction thétafuchsienne de degré un. 


Il résulte de la que Vintégrale fe dk, prise le long du polygone 
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fuchsien fondamental, est nulle : nous n’insistons pas sur cette démon- 
stration qui est, sans aucun changement, celle que nous avons donnée 
dans le Mémoire mentionné plus haut (‘ ). 

On en conclut que la somme des résidus de la fonction @(A) dans 
l'intérieur du polygone fondamental est nulle : c’est en évaluant ces 
résidus que nous allons arriver à la formule cherchée 

Les infinis de @(A) sont les zéros de S et ceux de ®, c’est-à-dire les 
arguments des points de C situés sur les surfaces S = 0 et ® = 0. 

Soit d’abord À l'argument d’un point de C situé sur la surface 


DAV 2, by u)—0; 


le résidu correspondant p a pour valeur 





ei 7; 2, 1 i eae Vs 3 tu) 
ee nil ie 0 


Or on a, par hypothèse, entre les coordonnées du point considéré, la 
relation 
Dos La) Ls) = 0: 


On en conclut, lorsque l’on passe de la valeur w du paramètre à la 
valeur w+ du, que Pargument, A, du point éprouve une variation dé- 
finie par ’équation 


D(x, y,3,t,u)dk+®(wx,y,3,1,u)du =; 


d'où 
Sas 11 
d'A du 
el, par suite, 
Ova dk 
es AE * DE 


ce qu'on peut écrire, en se reportant à la définition de l'intégrale 1, 


al 


du 


(:) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. Ill, p. 332. 
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La somme des résidus g, changée de signe, est donc égale à la dérivée 
de la somme cherchée par rapport au paramètre 4. 

D'après ce qui précède, cette dernière somme est égale à celle des 
résidus, par rapport aux zéros de S, de la fonction @(À). 

Ona donc, en désignant par run de ces résidus, 


dl S 
da = Di 
d'où 


(1) Dal (dr) du, 


u 
No 


& ' bed ’ e 2 
D r désignant la somme des résidus par rapport aux zéros de 


A SR 902,1) 
de la fonction 
OP, ‘ ; 
(2) O(A) = Se (æ'i— xl). 





C'est l'extension de la formule démontrée dans notre Mémoire sur le 
théorème d’ Abel. 


4. Remarque I. — Si tous les zeros de S sont simples, c’est-à-dire 
si la surface S = o ne touche pas la courbe C, il est aisé d’évaluer les 
résidus correspondants. 

Soit À l’un de ces zéros; on aura, pour le résidu, 


GARE) DES 
pa Qt at) gy, 
8,2 a 





or 
aioe ens wats, ,- oS, 
tan sayy eae or 


D'ailleurs on a, par la formule des fonctions homogènes, 


a a OSS nt 
Vox TY oy SP 2 a = (9 + 2) = 0, 


puisque le point æ, y, 3, test sur la surface S = o. 
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Si l’on tire de cette relation la valeur de S; en la portant dans celle 
de S;, il vient 


= Pt af) + Fy ty) + Er 30). 


' 


D'un autre céte, les quantités (x't— at’), (y't— yl’), (z't— 20’) 
sont proportionnelles aux différentielles A(z } a(2 Eh « a(2); c’est- 


à-dire aux cosinus directeurs de la tangente à la courbe ( C au point 
oy à: VY 


ee iP F ces cosinus, puisque C est à l'intersection des surfaces f= 0, 


or .0, SONL eux-mémes proportionnels aux fonctions 


i 


FyP2— Fay foPe oh Sy — Sy Pa 


et l’on a dès lors 


Q Sy = Jets) eae 


r= 





Asre? a Oe” 
en posant 





(3) peas QS; 92 pe tee à 


As? 


et en désignant par A, ,, le déterminant 


Il vient done 


(4): Dray fora 


ou, puisque Q et S sont indépendants de uw, 
TL; Z U ) 
DE aay: ® ( V 4; t, a 
P(x, y, 3, t, Uy) 


asomme du second membre étant étendue aux points communs à la 





Le 
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courbe G et à la surface S =o, et o étant défini, en chacun de ces 


Q( fy 9: — Sz Py 
Asfe 
dire aussi que ¢ est le résidu, au point considéré, de la fonction 


(= Sa t— a1). 





), On peut 


points, par la relation (3), c'est-à-dire ¢ = 


5. Remarque IT. — L'intégration par rapport aw de la quantité Xr, 
qui figure dans la formule (1), est tout aussi aisée si l'on suppose que 
S(.r,y,3,¢) admette des zéros multiples. Soit, en effet, À un zéro 
d'ordre h de S; écrivons O(À) sous la forme 





æ't— xt) D, 
@(A)= > = S ra 


Le résidu de @(A), correspondant au zéro considéré, sera de la 
forme 
© d + di a 


== Ay lL — eae a a 
d Mn ed D rs ot 


4, vb, -.., 2 étant indépendants de uw, puisque Q et S le sont eux- 
mêmes, et lintégrale correspondante, fr du, sera 


fur u 


La première intégrale est .log®; une quelconque des autres se calcu- 
lera par la formule 


d'i\ ' 
ws Pe du Je , H+ fer > du. 








Jai 


dk &! dé re’ di 
al = Fe du 7 —loe@®, 
dk & DA, dir © 


6. La formule (1) montre que la somme des intégrales I sera nulle 
lorsque Xr sera lui-même nul. Ce cas se présente, en D si la 
fonction @(A) ne devient infinie pour aucun des zéros de S, parece que 
tous les résidus 7 sont alors nuls. 

Comme exemple, supposons que les surfaces ® = o forment un fais- 
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ceau ponctuel ®, + u®, = 0; D, est alors égal à D, et la fonction O(À) 
devient 


i an) OS) (a! xl) 
(9) | O(A) 7 S(b+ub,) | 





Elle n'aura pas d’autres infinis que les zéros de ®, + u®,, si®, s’an- 
nule pour tous les zeros de S qui n’annulent pas Q(x't — xt’). De là 
résulle cette proposition que nous avons énoncée déjà dans le cas des 
courbes planes (‘). 


Soit | une intégrale abélienne, relative à une courbe gauche algé- 
brique C. La somme des intégrales 1, dont les limites inférieures 
el supérieures sont respectivement les systèmes de valeurs des coor- 
données qui correspondent aux points d’intersection de la courbe C 
avec deux surfaces quelconques de méme degré, est nulle, st, parmi 
les surfaces du faisceau ponctuel déterminé par les surfaces sé- 
cantes, il en est une, X, qui passe par tous les points de la courbe C 
rendant l'intégrale infinie. 

St la quantité sous le signe f devient infinie d'ordre h en un 
point de C, la sur face È doit avoir au même point avec C un contact 


d'ordre h +. 


On suppose que toutes les surfaces du faisceau considéré ne passent 
pas par un de ces points, sinon @(A) pourrait devenir infini en ce 
point, comme le montre l'expression (5). 


7. Si les surfaces ® = o forment un système algébrique quelconque, 
on arrive à un résultat analogue. 
Soit 
P(x, y,z,t,u)=ueA+ue'B+...+ Ku+lL. 


Pour que @(A) reste fini aux points de la courbe qui annulent 5, il 
faut, d’après (2), que ®’ s’annule en ces points, quel que soit w, c’est- 
a-dire que l’on ait en chacun d’eux A=B=...=K=o0. 

Cela montre qu'une seule et même surface du système ® = o passe 
par tous ces points; cette surface est la surface L = o. 








(?)* Loc. cit., pra 
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Cette condition nécessaire est évidemment suffisante, et Pon peut 
dire que : 


La somme des intégrales \ dont les limites inférieures et supé- 
rieures sont respectivement les systèmes de valeurs des coordonnées 
qui correspondent aux points d’intersection de la courbe C avec 
deux surfaces quelconques d’un système algébrique à un para- 
mètre est nulle, si les surfaces de ce système qui passent respective- 
ment par les points de la courbe C, rendant l'intégrale infinie, se 
réduisent à une seule et même surface du système. 


8. Un autre cas particulier intéressant est celui où, S n'ayant que 
des zéros multiples, la fonction ®!, a, quel que soit w, les mêmes zéros, 
à un ordre de mulüplicité inférieur. 
RS es Supposons d’abord que lon ait D = ®,+u®,; O(A) est encore 
\\ ti oi TP Op NN, donné par la formule (5). 
Soit À, un zéro d'ordre h de S: le résidu correspondant de @ est, 
omme on l’a vu au n° 5, de la forme 





7 be Pca hoes es , du &, 
st D CUT a CPR 





La fonction ®, s'annule pour la valeur À, par hypothèse; supposons 


: À, soit pour cette foncti ro d'ordre 4. Les ions =! 
que A, Soit pour cette foncuion un zero d'ordre fk. Les fonctions = 


d ®, COUR 2 | a7 i ose ‘ 
D Dr aos) Dei a sannuleront dans exp! ession de 72 On aura 
ensuite : 

dk 1 ak 

Ne ee) 

OF & P dif ey 

Bh aN 1 @*+} d 1 dt 


Dee =e pen Dit +1) 





= D 
dh ® mee 14 


=, domes (6 ie RP lots er et die es die ne als lsilnhale + ae © = 60.6 +00 © ete Bike 


Si Pon remplace ® par D, + w®,, on voit que, pour À = Ay, uw dis- 
parait dans les dénominateurs ®, D?, ... de ces expressions; pour qu'il 
I \ 
—, c'est-à-dire 


; : plates >} dP 
apparaisse au numerateur dans une des d erlvees —— 
dir ® 
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dp I 
dir ®, + u, 
vées de ®, s’annulent pour A = A, jusqu'à l’ordre À — 1 inclus. 


» il faut que p soit au moins égal à À, puisque les déri- 


“ 


’ + » ' D . 4 5 . 
Il en résulte que les dérivées de > jusqu'à l'ordre h — 1 inclus, 


seront indépendantes de uw, pour À = A,, si l’on a 
huh ke 


c’est-à-dire 
h < 2k. 


Si, au contraire, À —1— k = k, c'est-à-dire si À = 2k +1, u appa- 
d'i-1 , 
ii 


. Us . 5 el}; . I 
voit aisément, en discutant la forme des dérivées successives de =; 


raitra au premier degré au numérateur de et, en général, on 


que w n'apparaîtra pas au second degré dans les numérateurs si l’on a 


h = ae 
et ainsi de suite. 

Le résidu 7 sera donc un polynôme entier en w; il sera de degré 
zéro si / est inférieur ou égal à 2k, de degré 1 si 2 est compris entre 
2k +1 et 3k, de degré 2 si L est compris entre 3k +1 et 4k, et 
ainsi de suite. : 

Nous pouvons énoncer maintenant la proposition suivante : 


Soit 1 une intégrale abélienne relative à une courbe plane ou 
gauche algébrique CG, et telle que la quantité sous le signe f nait 
que des infinis d'ordre de multiplicité supérieur à un. La somme 
des intégrales | dont les limites inférieures et supérieures sont res- 
pectivement les systèmes de valeurs des coordonnées qui corres- 
pondent aux points d’intersection de la courbe C avec deux surfaces 
quelconques d’un faisceau ponctuel, ®, + u,P,= 0, ®,+u®,—0o 
s’exprimera par un polynôme entier en u, et u si la surface ®, = 0 
passe par tous les points de la courbe C rendant l'intégrale infinie, 
quel que soit d’ailleurs l’ordre du contact quelle ait en ces points 
avec C. 


Le degré du polynôme entier se calculera aisément par ce qui 
précède. 
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9. On a une proposition tout à fait analogue dans le cas où les sur- 
faces ® = o forment un système algébrique quelconque. 

La somme des intégrales I prises sur la courbe C, entre les points 
d’intersection de cette courbe avec deux surfaces ®(x, y, Z, t, Uy) = 0 
et M(x, y,%,t,u)=0, sera encore exprimable par un polynôme 
entier en uw, et u, si®, s’annule, quel que soit uw, pour les points de 
la courbe C qui rendent l'intégrale infinie. 

Soit toujours 


C= TA Hur D EEK ue + L: 
il faudra, pour cela, que les surfaces 
A= {0 BE; Ve K ==) 


passent toutes par les points considérés. 

Nous n’insisterons pas davantage sur les conséquences analytiques 
qu'on pourrait déduire de ces résultats; nous nous bornerons, au point 
de vue des applications géométriques, à développer le cas où linté- 
grale abélienne considérée est de seconde espèce, et, en particulier, 
celui où elle est la dérivée d’une fonction rationnelle. 


Il. — APPLICATION AUX FONCTIONS RATIONNELLES ET AUX INTEGRALES 
DE SECONDE ESPÈCE. 


10. Soit une fonction rationnelle quelconque de x, y, 3, ¢ 


OCC rst 
(= SI aa 
D (To 7,2, 2) 


Q et S désignant des polynômes homogènes en x, y, 3, ¢, de même 
degré, g : celte hypothèse ne restreint pas la généralité, car nous sup- 
poserons toujours qu'on à mis en facteur, au numérateur ou au déno- 
minateur, une puissance de { convenable, de manière à réaliser la 
condition indiquée. 

La formule fondamentale (1) permet de calculer la somme des va- 
leurs que prend la fonction U, aux pointscommuns à la courbe gauche C 
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et aux surfaces O(a, y, 3,1, u)= 0; il suffit en effet d'appliquer cette 


formule à l'intégrale 
dU 
1 fh oan, 


en supposant toujours les coordonnées des points de C exprimées en 
fonction thétafuchsienne de A. 
On a ainsi 


EUX ir du: 


r désignant le résidu de la fonction 


dU #', 
SG art 
par rapport a un quelconque des infinis de O(À) qui ne sont pas des 
zeros de ®, c’est-à-dire par rapport a un zéro de 5. 
Soit A, un de ces zéros, supposé simple. Ona, dans le voisinage de 
la valeur À,, 


ols = = 
yy, Dre Ma) +. os 
ee Pe ee 
ieee 1, 


et, par suite, il vient, pour le résidu r de O(À), 


[oa = oh Gs hex 
ry: ee ly 


te [ d lu æ; |“ 
i d GE? + Leg logb |" = pr ak 


ct) 


On a donc 


et la formule qui donne EU devient 


[zU};,=—2|« = | : 


= lg 


la somme du second membre étant étendue aux points communs a la 
courbe C et a la surface S = o. 
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Il est aisé de transformer cette formule. 


Ona, en effet, puisque & est le résidu de U = 5 pour À = À,, 


| Q 
A — Si 
el, par suite, 
Le, Q 4 
D @®S) 
Or 
re De RS 7 
dt Oa Oy Os 12 


et, puisque le point x, y, z, { est sur la surface 5 = 0, 


d'où 
iS, = ë 5, (at — al!) + a (y" hn Mt) D (alt — 30). 


De méme 


Lh OP ow hot RE CRT 
en 
Oe es aye Sy, fs 


el, si p est le degré de ®, 


Dee + oe 
NOT) dy) be ot? 


=. eae te _ 
d’où, en éliminant Le entre les deux dernières relations, 
£ IP / / / 
1D, = : Gt wt) + F(y't—yt')+ ae t—2t')+ pre. 


Il vient ainsi 


cyan Be ee 
aa Q|5¢@E— 20) +. + (et 20) e, 


TRES 





© Doar ; i 
o|S2(wt—at')+...| 





La quantité 4 su est indépendante de w; prise entre u, et uw, elle donne 
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done un résultat nul, et il reste 


ole (at—xt)+.. 
æ sew e—at)+...| 








Remplacant a/¢ — xl',. - par les valeurs proportionnelles, introduites 
déjà plus haut, f,9, — Vie y el désignant par Ag, rz le déterminant 
all Ul UF 
Te ees es | 
gl ! 1 A 
Aro = ye i} is ’ 
Tatts KY s 





on arrive à la formule exprimée par le théorème suivant : 


QO (2,7; 4,6) 
Porte 5 (2, 7,5,6) 


z, 3; la somme des valeurs que prend cette fonction aux points 
communs à une courbe gauche C, et à une surface algébrique D = o, 
est donnée par la formule 


une fonction rationnelle de degré zéro en x, y, 





QO a Q Agro 
De i v= dat ® Boe + const., 


la constante étant indépendante des coe ficients de la sur face D = o, 
el la somme du second membre étant étendue aux points communs 
à la courbe C et à la surface 5 = 0. 

On suppose toutefois que cette courbe et cette sur face ne sont tan- 
gentes en aucun de leurs points communs. 


Cette formule met en évidence la manière dont les coefficients de 
la surface variable, ® = 0, entrent dans la somme cherchée; sans y 
insister davantage, nous tirerons de ce qui précède lextension aux 
surfaces de propriétés simples indiquées par nous dans le cas des 
courbes planes. 


11. Nous avons trouvé, pour un résidu 7 de la fonction 
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correspondant à un zéro À, de S, supposé simple, la relation 


PON Kr eet fd Fh 
Fae ae ee T7 
’ ‘ . ;, . ’ = ] x ju = 
Il résulte de la que r sera nul si = est indépendant de w, pour À = Apo. 
Or soit 
P—wA+w"B+...+L, 


A, B, ..-.étantdes/polynomesente 3, 1. 
Ona 
D, = w A, + u?'B,+...+ Lb. 


' 


oD . ; 
Pour que = ne dépende pas de w, il faut et il suffit qu'on ait, 
pour, À =, 
AB Li 
A B AN L 





Ces relations peuvent s'interpréter géométriquement d’une manière 
simple; elles signifient que toutes les surfaces du système 


DT, pote, CU) = 0, 


qui passent par le point d’argument A, sur la courbe C, sont tangentes 
à cette courbe en ce point. 

Si donc cette condition est vérifiée pour tous les points communs 
à C et à la surface S = 0, les résidus 7 seront nuls, et par suite la 
fonction XU sera constante. 

En d’autres termes, si l’on suppose que la surface S = o ne touche 


en aucun point la courbe C, la somme » = étendue aux points com- 


muns a cette courbe et a chacune des surfaces du systeme 
DE, LUE 0, 


sera indépendante du paramètre w, si toutes les surfaces du système 
qui passent par les points communs à la surface S = o et à la courbe C 
touchent cette courbe en ces points. 
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Cette proposition peut s'étendre aisément au cas où la surface S — 0 a, 
en un ou plusieurs points, un contact d’un ordre quelconque avec la 


courbe C. 


Supposons en effet que la surface 5 = o ait avec la courbe C, en un 
point d’argument À,, un contact d'ordre } — 1, et admettons, pour 
plus de généralité, que la surface Q =o passe aussi par ce point et 
qu'elle y ait, avee la courbe, un contact d’ordre k — 1. 

On aura, dans le voisinage de la valeur À, du paramètre à, 


Q is À WS 
i i= 6) À ai DR ie +... + 





Le résidu r de la fonction 


dU ©, 


) 


dn ® 


@(A) = 


pour la valeur À,, sera 


d & dh-k-1 
——$ 2... —(h—k—1)% 





À — ho 


£ 


SC ENS 


dh-k-1 ap 





“di ® Dai @ 
ce qu on peut écrire 
d d 
> ff — — —,,, — = nh PLE 
t ‘du ® CL k) ; 


HURON EEE DS 


Olt. 7 


d'-# d, 
Ds = FS 
djr-k & 


J DE ee 
Cette valeur sera nulle si la quantité @ et ses dérivées par rapport 


a A, jusqu’à l’ordre h — k — 1, sont indépendantes de w, pour A = À. 


Or ona 





| 


Na 017 
di p FE 


dr oy 
et, si l’on suppose que = 


" 


est indépendant de &, il faut et il suffit, pour 


k yee ® ' 
que le premier membre le soit également, que = ne dépende pas de w. 


3 1 


dt % 
di? ® 





On voit de méme que, pour que 


soit indépendant de wu, il faut 


et il suffit, les conditions précédentes étant supposées remplies, 


d » m 


que a ne dépende pas de w; et ainsi de suite. 
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wn résumé, 7° sera nul si les quantités 


1 ” h—k) 
P) PP, i" 4 
sak LR eins 


tn] q Dp d 





sont indépendantes de & quand on y fait A = A,. 
Soit toujours posé 


D = A+ waB+...+ EL, 
on à 


an] : À 


a Se À : 5 ju : 5 
La condition nécessaire et suffisante pour que =e ... soient in- 


P), 
Fa 2 
dépendants de uw est que les équations en w, de degré b, 


| h-k 
lea DD; Mos D>" =276s 


aient les mêmes racines, quand on y fait A = A,. 

Soit w, une racine de l’équation ® = 0; dire qu'elle annule aussi 
D, =o, c’est dire que la surface D(x,y,3,1,u,), qui passe par le 
point d’argument A, sur la courbe C, touche cette courbe en ce point ; 
si &, annule aussi ®), c'est que la surface ®(x, y,z,1,u,) a, au même 
point, un contact du second ordre avec la courbe, et ainsi de suite. 

Il en résulte que la surface ®(a,y,2,¢,u.) a, au point À,, un 
contact d'ordre À — k avec la courbe C, et, par suite, la fonction 


O(z,y,s,t,u L, Vial : «1. 

Cr, — 0) Q( Jr 510) sannule en ce point, en désignant par x une 
pt S (æ, y; 3,0) 

fonction linéaire quelconque de x, y, z, ¢, ne sannulant pas au point 


considéré, et introduite pour l’homogénité. 





LG as, . : s 
Ainsi la somme Ds = étendue aux points communs à la courbe C et 


à chacune des surfaces du système ®(x,y,3,1{,u) = 0, sera indépen- 
dante de wu si, en chaque point de la courbe C rendant la fonc- 


; oe : ; : 
tion = infinie, les surfaces du système passant par ce point 


D (0 ae Ue Dike a, 2), u,) So po 
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D(z, y, 4, t, Us) Otz, ¥, 4, t) 
pPS(2,y, Ss, t) 





sont telles que les fonctions --» s'annulent 


au point considéré. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, qui est une géné- 
ralisation de celui que nous avons démontré dans le cas des courbes 
planes. 


La somme des valeurs que prend une fonction rationnelle, 


VA Wa 3, t) x 4 r 4 \ 
Er homogène et de degré zéro, aux points communs à une 
Or, y,2,t) 5 5 : 


courbe gauche algébrique C et à chacune des surfaces d'un système 
algébrique de degré p, P(x, y,2,t,u)=0, dont l'équation ren- 
ferme un paramètre variable u, reste constante, st les surfaces de 
ce Système, P(x, YY, 2,0, u;) = 0; qui passent respectivement par les 


: : | i Q . : oe 
points de la courbe Crendant la fonction < infinie, sont telles qu'en 


PANr thu Via) 

u.P Se, Viet) 
nulent, v. étant une fonction linéaire quelconque de x, y,3,tne 
s’annulant en aucun des points considérés. 





chacun de ces points les fonctions s’an- 


Géométriquement, cela revient à dire que les surfaces 
DÉC cand oly 10 


ont, en chacun des points considérés, avec la courbe C, un contact 
d’ordre supérieur au contact de cette courbe avec la surface 5 = 0, 
et même, dans le cas où la surface Q = o passe par le point, il suffit 
que le contact de la courbe C et des surfaces ® = o soit d’ordre supé- 
rieur à la différence entre les ordres des contacts de la courbe avec les 
surfaces S=o et Q=o0. 


12. Ce théorème s’étend immédiatement aux intégrales abéliennes 
de seconde espèce, puisque toute la démonstration repose sur ce fait 


au voisinage d’un de ses 





. aU 
que, dans le développement de la fonction = 
I 


infinis, A, il n’existe pas de terme en T5; On peut donc énoncer la pro- 
a T0 
position suivante : 


Soit | une intégrale abélienne de seconde espèce appartenant à 
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une courbe gauche C. La somme des intégrales 1, dont les limites 
inférieures et supérieures sont respectivement les systèmes de va- 
leurs des coordonnées x, y, 3, t, qui correspondent aux points 
d’intersection de la courbe C avec deux surfaces quelconques du 
système ®(x, 7, 2, t, u)=0, est nulle, si les surfaces de ce système 
P(x,y,3,1,u;) = 0, qui passent respectivement par les points de la 
courbe C rendant Vintégrale I infinie, sont telles qu’en chacun de 
DT: PEU, 
pp 





. : US 
ces potnts les fonctions i) I sannulent. 


On peut dire aussi qu’en ces points les fonctions 


‘Dl a. veu) ec 


pe a () 
u / 


15. On peut étendre le théorème du n° £4 au cas où la courbe C 
est variable dans l’espace, et énoncer à cet égard la proposition sui- 
vante, qui se déduit sans difficulté de ce qui précède : 





doivent rester finies. 


La somme des valeurs que prend une fonction rationnelle 


Q(x, 3 6) 
S(2, YF) l) 


homogène et de degré zéro, aux points communs à trois surfaces 
algébriques, 


HS ELU), Og oa) = 0, L (2,3%, 3 ee es 


est indépendante des paramètres u, °, w, dans le cas suivant : 
Sotent fi, far es Que Day ---3 Vi, Va, .…. les surfaces demananme 
des trois systèmes qui passent par un même point, À, situé sur la 
surface S —=o: 1 faudra d’abord quelles admettent en A une 
méme tangente commune T. | 
Soient de plus (fi, @;), (fis Vx), (Gir Ya) les courbes communes à 
deux de ces sur faces, de système différent; il faudra que les courbes 
de ces trois séries aient entre elles, au point À, un contact d’un 
ordre supérieur au contact de l’une quelconque d’entre elles, en ce 


même point, avec la surface 5 = 0. 
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Dans le cas où la surface S = o est une surface simple, c’est-à-dire, 
si S n'est pas la puissance d’un polynôme &, la seconde condition est 
remplie d'elle-même si la première est vérifiée, pourvu toutefois que 
la tangente T ne touche pas S. Si T touche S au point A, il faudra que 
les courbes (f,9), (f, Ÿ), (9, Y) soient osculatrices entre elles en ce 
point, ete. 

Le théorème s’applique en particulier sil’équation f = 0 ne renferme 
pas de paramètre variable : il peut alors s’énoncer un peu plus simple- 
ment. 


“6 
La somme des valeurs que prend la fonction Ÿ aU points com- 


muns à une surface fixe f = 0, et a deux surfaces mobiles 


OCR) — 0; DÉLAI S ts We) 0, 


est indépendante des paramètres ¢ et w, st, toutes les fois qu'un de 
ces points vient a coincider avec un point A, situé sur la surface 
D = 0, les surfapemaes systèmes mobiles 0,, Da, 3 Yrs Yay «+ +9 PAS 
sant par A, sont telles que les courbes (9;, Ÿ,) aient en ce point 
avec la surface f = 0 un contact d’ordre supérieur au contact de 
l’une quelconque d’entre elles avec la sur face 5 = 0. 


14. Le produit des valeurs que prend une fonction rationnelle ho- 


mogène et de degré zéro, 2 aux points communs a la courbe C et a 
chacune des surfaces du système ®(x, y, z, ¢, u) = 0, donne également 
lieu à quelques remarques intéressantes. 


Soit f i = ce produit, pour la surface correspondant à la valeur & du 
u 


paramètre. Pour l’évaluer, nous considérerons, en posant toujours 


ye 
Le oe l'intégrale 


* dU "AURT 


: : : 1U ; : 
Les infinis de la fonction on ij sont tous simples, ce sont les zéros 


de 5 et les zéros de Q. Nous pouvons donc appliquer a I la formule 
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du n° £4, et nous aurons, les intégrales I étant prises entre les points 
communs a C et aux surfaces, 


DR iin eur) =; DL MZ, it, u) ae 


P(x L,Y, F, t, u) 


EI =Xolog a oer)’ 





la somme du second membre s’étendant aux points communs a la 
courbe C et aux surfaces Q = 0, 5 — 0, et o étant en chacun de ces 
points le résidu de la fonction 


(= a if 


Soit A, l'argument d’un point commun a C et à la surface Q = 0. On 
a, au voisinage de cette valeur, 


U = Sn A} HA AY +, 


dU 
dy 


= LAC — A,)*'+..., 
et, par suite, le résidu correspondant de @(A) sera 


CN 


i, de même, A, est l'argument d’un point commun a Cet à la surface 


S 
5 = 0, et si l’on a, au voisinage de cette valeur, 


a A ya 


on trouvera, pour résidu correspondant, 


co, = — 
I] vient ainsi 


du gi Riu 
Y= d(T = Dhlog Pe) i = Yhlog HS, 
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Dans le second membre, la première somme est étendue aux points 
communs à la courbe C et à la surface Q = 0; dans la deuxième, aux 
points communs à C et à la surface 5 = o. 


Si l’on passe des logarithmes aux fonctions, on arrive à la formule 
suivante : 


IT, 





Le 


=TI,3 IT P(x,7,3,1;u) Vas Oh) br 53) 05.15) 
o P(x, 7, 2, e, Up) Ya Byty Uy) LUC MS, UL.) 
Les produits ] | s'étendent aux points communs à C et ala surface 
Q 


Q = 0; les produits À ] aux points communs à C et à S = o. On peut 
S 


écrire plus simplement 





(6) Il Q Ry GRAS AW AID u) 


SS Hg O( 2; ¥; 5, t, u) 
A étant une constante indépendante de uw. 


15. Il est aisé de trouver la condition nécessaire pour que le second 
membre soit lui-même indépendant de w. 

Le numérateur I,®(x, y, z,{, u) est un polynôme en wu, dont les ra- 
cines sont celles des équations 


D (2, Vie — 05 Dei FA UE, yO} way 


Lyy ees ly} Ly, +++, lg; ... étant les coordonnées des points communs a 
la surface Q = 0 et à la courbe C. Ces racines sont donc les valeurs de 
u qui correspondent aux surfaces du système ®(a, y, 3, ¢, w), passant 
par les points en question. 

De même, les racines du dénominateur I,®(x, y,z, 2, uw) sont les 
valeurs de 4 qui correspondent aux surfaces du système passant par les 
points communs a la surface S = 0 et a la courbe C. 

Pour que le second membre de la relation (6) soit indépendant de 
u, il faut et il suffit donc que les deux séries précédentes de valeurs de 
u soient identiques. 

Donc : 


Le produit des valeurs que prend une fonction rationnelle, 
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~ 
— 


(æ,Y,3,t), homogène et de degré zéro, aux points communs à une 


Nir 


courbe gauche algébrique, C, et a chacune des surfaces du systéme 
D(x, ¥, Zz, t, u) = 0, est indépendant du paramètre u, siles surfaces 
de ce système qui passent par chacun des points communs à la 
courbe Cet à la surface Q = o sont les mêmes que celles qui passent 
par chacun des points communs à la courbe et à la surface S = o. 

En particulier, le produit restera constant si toutes les sur faces 
du système qui passent par un quelconque des points communs à la 
courbe C et à l’ensemble des deux surfaces Q — 0, S = o, passent 
en méme temps par tous les autres. 


Cette proposition subsiste sans modification, quels que soient les 
contacts de la courbe C avec les surfaces Q = 0, S= 0. 


Ill. — Extension p’UNE FORMULE DE JACOBI. 


16. Pour l’application du théorème d’Abel aux intégrales multiples, 
nous nous appuierons sur une formule qu'on peut considérer comme 
extension d’une formule célèbre, donnée autrefois par Jacobi, et qui 
joue en Analyse un rôle important. Elle se déduit de considérations 
analogues à celles dont nous venons de faire usage. 

La formule de Jacobi est la suivante. 

Si /(X, Y)=oeto(X, Y) =0 sont les équations de deux courbes 
planes algébriques, de degrés respectifs m et n, et si Q(X, Y) est un 
polynôme en X, Y, de degré égal ou inférieur à m + n — 3, on a iden- 


tiquement 
Dee IOLA, Wi) ey)? shade 
fx? — fx ox 4 


la somme étant étendue à tous les points (X, Y) communs aux deux 
courbes f = 0, 9 =o. Jacobi a même donné un moyen de calculer 
cette somme, dans le cas où le degré du polynôme Q est égal à 
m+n— 2. 

L'importance de la formule de Jacobi est mise en évidence par ce 
fait qu’on peut, en la prenant comme point de départ, établir le théo- 
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reme d’Abel pour les intégrales de première et de troisième espèce : 
c’est la marche qu’ont suivie MM. Clebsch et Gordan. 

Cette formule s’étend sans difficulté au cas d’un plus grand nombre 
de variables et de fonctions : Jacobi l’avait observé lui-même; après 
lui, Liouville et Clebsch ont donné des démonstrations de la formule 
ainsi généralisée, qui, dans le cas des surfaces, peut s'énoncer comme 
il suit : 

Si f/(X, Y, Z)=0, 9(X, Y,Z)=0, ¥(X, Y,Z)= 0 sont les équa- 
tions de trois surfaces algébriques de degrés respectifs mn, net p; si l’on 
désigne par A le déterminant 


fe MST 


Px Py Gz 
Ys Vy vy 


et si Q(X, Y, Z) est un polynôme en X, Y, Z, de degré inférieur au 
degré de A, c’est-à-dire à m + n + p — 3, on a identiquement 


SH RNY ZN 
YD a 


la somme étant étendue aux points (X, Y, Z) communs aux trois sur- 
faces: f = 0, DORE" 0; 


417. Que devient cette formule dans le cas où le degré de Q est su- 
érieur ou égal à celui de A? C’est ce que nous allons rechercher, en 
*xaminant même le cas où Q est non plus un polynôme, mais une 
fonction rationnelle quelconque; nous arriverons ainsi à une expres- 
sion relativement simple, qui servira de base à nos recherches ulté- 
rieures sur le théorème d’Abel. 

Désignons toujours par C la courbe gauche, intersection complète 
ou partielle, des deux surfaces f(X, Y,Z)=0, o(X,Y,Z)=o, de 
degrés respectifs m et n. 

Soient Q(X, Y, Z) un polynôme de degré gen X,Y,Z2;Ÿ(X,Y,2) 
un autre polynôme de degré p : désignons toujours par x’, y’, 2’, U les 
dérivées des coordonnées x, y, z, ¢ d’un point de la courbe C par rap- 


Journ. de Math. (4° série), tome V. — Fasc. I, 1889. Ii 


106 G. HUMBERT. 


port au paramètre fuchsien A, et considérons l'intégrale 





= Q(X, Y, Z) ‘ 
a re: LATE RS PRET AU dX, 


X, Y, Z étant liés par les relations f = 0, 9 = 0; ou, plus exactement, 
X, Y, Z étant les coordonnées d’un point de la courbe C. Si nous ren- 
dons cette intégrale homogène par la substitution de =, D, = aX, Y,Z 


et si nous remplacons #, y, z, { par leurs valeurs en fonction théta- 
fuchsienne de A, Vintégrale devient 





a Q(zx, ¥, 2, £) galop) 
JE PS Off] , À © 


Dans cette expression, À est un entier défini par la relation 
k=q—(m+n+p)+4. 
Désignons par @(A) la fonction de A soumise au signe [> 


« 


Aas Q z't— xl 
ben 





Nous savons (n° 5) que la somme des résidus de cette fonction, 
dans l’intérieur du polygone fondamental, est égale à zéro. 

Les infinis de la fonction @(A) sont de trois sortes : 

1° Ceux qui correspondent à un zéro de Ÿ(x,y,3,t), c’est-à-dire 
les arguments, A, des points communs à la courbe C et à la surface 
(x,y, 3; t) 0; 

2° Ceux qui correspondent à un zéro de la fonction f9, — fg, ; 

3° Ceux qui correspondent à un zéro de Z“, dans le cas où le nombre k 
est au moins égal à 1, c'est-à-dire si l’on a g2m + n + p — 3. 

Soit d'abord A l'argument d’un point de la courbe C situé sur la 
surface d(%,ÿ,2/0)—0: 

Si nous admettons que cette surface ne touche C en aucun point, 
A est un zéro simple de Y(a,y, 3,7) et le résidu r est donné par la 
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formule 


pe e212) z'i— xl I 


fy 9s — Ss Py tk Pra’ + by! + bes’ + ye” 








et, d’après un calcul déjà fait plusieurs fois, 


O(a, ¥, DORE TT 3 


r= TE i SB ~ ! 1 ! ! 3 
Site —fity UT at al) + (y yt) + Ua 26) 





Remplacant a#t— at, yt—yt, 3't— zl par les quantités propor- 
ionnelles (n° 4) 

S Vara Py; fe Ve ae Pe) Le, 1,02 
on trouve 


Mee (2; 7,3; 6) 2 OCR YZ) 
NET Te Al 





r 


A étant le déterminant défini au n° 46, et X, Y, Z étant les coordonnées 
d’un des points communs à la courbe Cet ala surface L(X, Y, Z) =o. 
La somme des résidus de la fonction @(À), correspondant aux zéros 


L is ’ ’ A Là ) ' 
de Ÿ, est donc précisément égale a la somme cherchée, >> étendue 


aux points communs à la courbe Cet à la surface Ÿ = o. 
. . ’ t ! ! Uy 
Soit maintenant un zéro, A, de fo, — f, 9). 
On a en chaque point de la courbe C (n° 4) 


Mt. yi—yt — st—a2l' 
Sy%a—SfePy Jar — Jap  fxPy—Sy Px 


Si le zéro, A, de fo, — f. 9, n’annule pas x'£ -- xt’, c’est-à-dire si 
le point correspondant de la courbe C n’est pas le point de contact 
d’une tangente parallèle au plan des YZ, il annulera nécessairement 
les fonctions fo, —f,9, et f,o, — f;p.. Deux cas sont donc à dis- 
unguer : 

1° Le zéro, A, de f/ 9, — fo, annule x ¢t— xt'; la relation 


AQU xl 
SAN) Sr LC 
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montre que @ reste fini pour cette valeur, et par suite le résidu corres- 
pondant est nul. 

2° Le zéro considéré annule fo, — 29,3 fps — 129. 5 faDy— [De 
les deux surfaces f= 0, 9 — o sont alors tangentes au point corres- 
pondant de la courbe C, ou, plus exactement, leur intersection pré- 
sente en ce point un point singulier. Ce cas va lui-même se subdiviser 
en deux autres, selon que le point singulier de l'intersection sera ou 
non un point singulier de la courbe C; ce sera nécessairement un point 
singulier de C, si C constitue l'intersection complète des deux surfaces, 
ce que nous allons supposer. 


18. Admettons, dans cette hypothèse, qu'il s'agisse d’un point 
double, A, de la courbe C, de coordonnées a, b, c, auquel correspon- 
dent les deux valeurs 4 et 4, du paramètre A. 

Posons, pour simplifier, 


R= 707 7107. 


Le résidu 7, de la fonction @(A), correspondant a l'infini simple w, 


sera 


ae LBP hes) a’ 
"+= U(a, b,c) Ra +R,o + Re” 





a’, b’, c’ étant les dérivées X, Y, Z par rapport a A, pour la valeur 
A = u.: ces dérivées sont proportionnelles aux cosinus directeurs de la 
tangente menée, au point A, à la branche de la courbe C qui corres- 
pond a la valeur 4 du paramètre. 

On a de même, pour le résidu correspondant à À = u,, 








pee O(a, b,c) a, . 
Pi (a, b,c) Ra, +R,6+Rc? 
d’où 
x ts es, Q(a, Ose) a’ € a, 
PRE Tu. = bab, 0) Riu ER, oe Rye! Rial aR, bee 


Je dis que la quantité entre crochets dans le second membre est 
égale a zéro. 
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Soit, en effet, P(X, Y, Z) un polynôme de degré m + n — 4 en X, 
DZ: 


On voit, comme plus haut, que l'intégrale, appartenant à la courbe C, 


RIZ 
f yaks ih, Ary 
Sy 9u— fay 

prise le long du polygone fondamental est nulle. Cette intégrale peut 
s’écrire 

PR » 3,0 / J 

RAE #9 8) (æt— xt) dx, 

Tr? — 2Py 
et, ¢n’étant pas en facteur au dénominateur à cause du degré de P, la 
quantité sous le signe f n’a pas d’autres infinis que les valeurs de À 
qui correspondent aux points singuliers de la courbe C. La somme 
des résidus relatifs a ces valeurs est done nulle. Or, on peut choisir 
pour P le premier membre de l’équation d’une surface de degré 
m + n — 4, présentant en tous les points singuliers de la courbe C, le 
point À excepté, le caractère d’une surface adjointe (‘ ); les seuls infinis 

.  (P(zit . 
de la fonction Es rina sont alors les quantités & et u,; la somme 
J Tz avy 

des résidus correspondants étant nulle, on a, comme plus haut, 


! 


Dr, + CU b,c) ( : a } 


7 1 a= pe 7 pl ip AT 
Ria’ + R,o+ Ric’ Ra; +R, 6, +R c 








et, par suite, on a bien aussi, puisque P(a, b,c) n’est pas nul, 
Tu + la, = 0: 


' ae ao ; : 
Il n’y aurait d’exception que si, dans l’expression de 7, + r,, on ne 


Ye pads} ne 
pouvait pas mettre en facteur nes, c’est-à-dire si Y(a, b, c) était 
? ) 


nul, ce qui, géométriquement, signifierait que la surface 4 = o passe 
par le point singulier. Écartons ce cas particulier ; nous voyons que, st 
la courbe C est l’intersection complète des deux surfaces f = 0, 9 = 0, 








(1) Voir, pour la démonstration de l’existence d’un tel polynôme P le Mé- 
moire de M. Nother sur les courbes gauches (Journal de Crelle, t. 93). 
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iln’y a pas, dans l'évaluation des résidus de @(A), à tenir compte 
Te = ‘à I od, r ats 
des Zéros def. Jin 
Si C ne forme pas l'intersection complète des deux surfaces f = 0, 
9 — 0, nous nous bornerons à faire observer qu’on n'a pas à tenir 
compte de ces zéros s'ils annulent en même temps Q(x, y, 3, t), parce 
qu’alors O(À) reste fini pour les valeurs correspondantes. 


19. Revenant au cas où C est l'intersection complète des deux sur- 
faces f — 0,9 — 0, il résulte de tout ce qui précède que la somme à 


' QO ’ A Q r A] 
évaluer, > À” ou, en coordonnées homogènes, > AI étendue à 


tous les points communs aux trois surfaces f — 0, ® —0, Ÿ —o, 
est égale et de signe contraire à la somme des résidus, correspon- 
dant aux zéros de t, de la fonction 





| À == QT) taal Dial 
à Pa 4 v(x, ¥, 3, [yo —S2 oy] té 


où l’on suppose les coordonnées de la courbe f = 0, 9 =o exprimées 
en fonction thétafuchsienne d’un paramètre A. 
Rappelons que m,n, p,q sont les degrès en X, Y, Z de f,¢, 4, Q 
et qu'on a 
k=q—(m+n-et p)+4. 


Pour arriver à ce résultat nous avons dû faire plusieurs hypothèses, 
dont il est aisé de nous débarrasser. 

Nous avons admis que la surface Ÿ = o ne touchait pas la courbe C 
et ne passait par aucun des points singuliers de cette courbe. 

S'il en est autrement, désignons par x, y, z, ¢ les coordonnées d’un 
point de contact de Ÿ =o et de C, ou celles d’un point double de C 
par lequel passerait la surface Ÿ = o. ILest clair qu’en ce point le dé- 
terminant A s’annule; de plus, deux des points communs aux trois sur- 
faces f= 0,9 = 0, Ÿ = 0 étant confondus avec le point a, y, z, ¢, deux 


des termes de la somme >. : deviennent infinis, et cette somme est 


indéterminée. 
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Mais, si nous supposons que la surface Ÿ = o dépende d’un paramètre 
variable, le théorème précédent s’appliquera lorsque cette surface, 
par exemple, sera sur le point de toucher la courbe C, et il restera | 


vrai à la limite, lorsqu’elle touchera cette courbe; la somme D ee dont 


deux termes tendent vers l'infini, aura ainsi une limite bien détermi- 
née. Il en sera de même si la surface Ÿ = 0 vient à passer, en variant 
d’une manière continue, par un point multiple de C. 

Il faut seulement que la surface mobile, Ÿ = 0, ne passe pas con- 
stamment par un point multiple de C, et ne touche pas constamment 
cette courbe en un même point. 

Remarquons enfin qu'il n’est pas nécessaire, pour qu'on puisse ap- 
pliquer la formule précédente, que les surfaces f= 0, 9 = 0 se cou- 
pent suivant une courbe indécomposable : si ces surfaces se coupaient 
en effet suivant plusieurs courbes distinctes, on pourrait modifier in- 
finiment peu leurs coefficients de façon à rester dans l'hypothèse d’une 
intersection indécomposable, et le théorème serait applicable. Il res- 
tera donc à la limite, puisqu'il conduit à une formule parfaitement dé- 
terminée; seulement il faudra former autant de fonctions O(À) qu'il 
y a de courbes distinctes dans l'intersection des deux surfaces, et 
faire la somme des résidus de toutes ces fonctions pour tous les zéros 


de 4. 


20. On peut, dans certains cas, transformer ce résultat, pour le 
présenter sous une forme plus simple. 

Soit A, un zéro de #, c’est-à-dire l'argument d’un point à l'infini sur 
la courbe f= 0, 9 =o. Le résidu correspondant de O(À) est égal, au 


I =p 1 2 ae, , Q 
facteur — près, à la valeur de l'intégrale fO(A) dd le long d’un petit 
contour entourant le point A,. Effectuons un changement de variable, 

. = Seat! 
en prenant pour nouvelle variable, à la place de A, la quanuté met 


posons 


| 


Spa 
JS 


t yo. 
a MORE 


Soient 0, os G les valeurs de 9, n, ¢ pour A= À, ; l'intégrale pré- 
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cédente peut s’écrire 


fino. tah 90 ay dd, 
a 


/ 


e/ 


c’est-à-dire 


fear - Q(1,9,6,9) z'é— xt x 
Dm 6,0) fase Seen Uw — at 0 


eI P—m—n—k+2 





db, 





ou, en simplifiant et remarquant que k = g —(m+n-+p)+ 4, 


Mn Q(i,n,6,0) de 
JOB f eae seal 5 
Si A, est un zéro simple de ¢, pendant que la variable À décrit un 


contour autour du point A,, la variable 0 décrira une fois un contour 
autour du point 9 = 0, et, par suite, le résidu que nous cherchons sera 





, . J . , 
égal au produit de — par la valeur de l'intégrale du second membre le 


long d’un petit contour entourant le point 0 = o, les fonctions n et ¢ 
étant définies par les équations 


PALM See PAP C0) — 0. 


et ayant les valeurs initiales 1, et ©, pour 0 — 0. On peut done dire 
que le résidu cherché est le résidu de la fonction de 4 


Q I 
Y fase — Seen lO”? 


pour Ü —o, n et ¢ étant définis comme on vient de l’expliquer. Ce 
résidu est évidemment égal au coefficient de 6’~' dans le développe- 
ment, suivant les puissances croissantes de 0, de la fonction 


2 > 
bl fne2— Stn | 





c’est-à-dire à l'expression 


Pi a | Q(1,n,6,9) | 
? 


1.2...(k—1) dF" | (1, 9, 2, 9) [ ne — Seon] 


où l’on a fait 0 = o. 
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Nous sommes ainsi arrivé a la formule suivante : 
Sotent trois surfaces algébriques, 


F(X, Y4 3) CeO; 9(2,Y, 2, t)=0, P(x, y, 5, t)=0, 


de degrés respectifs m, n, p; soit de plus Q(x, y, 2, t) un polynôme 
homogène en x,y, 2, t, dont le degré q est supérieur ou égal à 
m+n-+p—3, et soul posé 


k=q—-—(m+n+p)-+ 4. 
Désignons par Ale déterminant 
DENT 
A=| 9%, 9, % 
ty atta ays 


La valeur de la somme > ne. étendue à tous les points communs 


aux trois surfaces f =0,9=0, | — 0, est donnée par la formule 





à V 0 =, eer at} Q(r, ñ; Ë, 6) ; 
(8) si th—-1 AN 1.2...(k —1) > dok-* | u(r, 9, 6, 8) [up —Jfron] lo 


Dans le second membre, la somme s'étend à tous les points à 


; : A yY 3&2 é 6 
l’infini de la courbe f = 0, 9=0; n,6,0 désignent =; sn et C 


sont considérées comme des fonctions de 0 définies par les équa- 
lions 


Pit th; 0) = 0, Oy 4 76, 0) == 0} 


et, dans la dérivée d’ordre k — 1 calculée d'après ces bases, on fait 
finalement 0 — o. 


On suppose toutefois que la courbe f — 0, ¢ =o ne touche pas le 


plan de l'infini. 
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21. Remarque J. — Dans cet énoncé, nous n’avons pas laissé sub- 
sister la restriction faite plus haut que la courbe commune aux surfaces 
f= 0, 9 = 0 est indécomposable ::si en effet les deux surfaces se cou- 
pent suivant plusieurs courbes distinctes, modifions infiniment peu 
leurs coefficients de maniére qu’elles se rencontrent suivant une courbe 
indécomposable; le théorème est alors applicable, et il est clair qu'il 
reste vrai à la limite, puisque la formule continue à se présenter sous une 
ae bien déterminée. Seulement il importe d’observer que la somme 


ys aan 7 ainsi calculée s'étend à tous les points communs aux surfaces 
f=0,9=0, Ÿ =o, et qu’elle ne serait pas vraie si on l’appliquait 
seulement aux points communs à la surface Ÿ =o et à une partie de 
l'intersection des surfaces f= 0, 9 = 0. 

22. Remarque Il. — La formule se présente sous une forme non 
symétrique par rapport aux fonctions f, © et 4 : il est clair qu'elle peut 
prendre deux autres formes, par la permutation entre elles de ces 


fonctions. Dans chaque cas particulier, on choisira ainsi la forme la plus 
commode pour le développement de la dérivée d’ordre k — 1. 


2: Remarque ITI, — Sile degré de Q est inférieur ou égal à 
ME Te DU, 


k est négatif ou nul, et £ ne figure plus en dénominateur dans (À) : 

il n'y a donc pas de résidus correspondant aux zéros de ¢, et la somme 
ti, 3 $ 4 3 à 

D. SEE étendue aux points d’intersection des trois surfaces f = 0, 

o=0, Ÿ —0o, est nulle. C’est le théorème de Jacobi, Liouville et 


Clebsch. 


Remarque IV. — Si Q est de même degré que A, c’est-à-dire 
de degré m + n + p — 3, on aura k =1, et la formule devient 


Qt. Din: 0) 
> A Se $0) [np — Keen] 





rite | 
ou, si l’on veut, 





DE ne 
A v(x, y, 2,6) [fy9. —Se ey] 
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la somme du second membre étant étendue aux points à l'infini de la 
courbe f —0;19#0: 

Cette somme ne dépend que des termes des degrés le plus élevés en 
xv, y, = dans les polynômes /, 9, Y et Q, c’est-à-dire des courbes à l’in- 
fini sur les surfaces f — 0, 9 — 0, Ÿ — 0, Q — 0; elle ne change donc 
pas si l’on remplace ces surfaces par des surfaces qui leur soient respec- 
uvement asymptotiques. 


25. Remarque V. — On voit de même, en général, que la somme 





+ ; é 3 : : 
> ae étendue aux points d’intersection des trois surfaces f= 0, 


9 =o, Ÿ =o, ne change pas si l’on remplace /, ¢, Ÿ et Q respective- 
ment par f+ tf,39+ d'o,; d + b,;0+7Q.3f,, o,, d,, Q, étant 
des polynômes quelconques de degrés respectifs m — k,n — k, p —k, 
g — k; car, dans la dérivée d'ordre A — 1 qui figure dans le second 
membre de (8), fi, 91, ¥1, Q, et leurs dérivées n’apparaitront que 


multipliés par des puissances de 0, et par suite ne subsisteront plus 
dans l’équation quand on y fera 0 =o. 


26. Remarque VI. — La forme de la fonction 0(A) 


O z't— xl 


510) PPS fie) tf 





montre que les résidus par rapport aux zéros de "seront tous nuls, non 
seulement si Q est divisible par ¢‘, ce qui est le cas de la Remarque II, 


Q 


mais encore si Æ reste fini pour les points de la courbe f= 0, g = 0, 


situés dans le plan de Vinfini, { = 0. Donc : 





Vis, 6 ? . pe s 
La somme à a Ja 1) » élendue aux points d’intersection 
tee Aca, VY; 2; ¢) 


des trois surfaces f—-0, 9 — 0, =o, est nulle si la fonction 
AE, vs S,t) Ce — \ LR Ms a 

Dre reste finie pour les points a l’infint de la courbe com- 
mune à deux de ces surfaces, en désignant par & une fonction linéaire 
quelconque de x, y, z, ¢, introduite pour l'homogénéité, et ne s’annulant 


en aucun de ces points. 
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27. Laformule du n° 19 est susceptible d’une extension importante, 
à laquelle on arrive par application des principes employés plus haut. 
Si l’on part en effet de l’intégrale, appartenant toujours à la courbe 
fe 0, 9 — 0, 
(Q(X, Y, Z) dX 


us DD RYAN ee eae ce 





Q étant un polynôme de degré g; R, T, ... des polynômes de degrés 
r,s,...en X, Y, Z, on voit qu’en la rendant homogène et en substi- 
tuant aa, y, z, ¢ leurs valeurs en fonction thétafuchsienne de A, elle 


prend la forme / 
æ't— æt' dr 


a Q 
= fe R¢TS... 4 





I 


étant posé 
k=q+4—-—(m+n+p)—(ar+6s+...). 


Le facteur { ne figurera pas au dénominateur si l’on a k So, cest- 
a-dire sl 
mt+tn+ptar+Bs+...2q+4. 
Cela posé, on voit, comme plus haut, que la somme des résidus, 
dans le polygone fondamental, de la fonction 


Q EURE) 


(9) BA) = v(f,9: — fi e,) RATE... t* 





> 


est nulle, et qu'il n'y a pas lieu de tenir compte de ceux qui proviennent 
des zéros de f,?,— f,9,, pourvu toutefois qu'aucune des surfaces 
L—0; R—0;T—0;...;é— 0 ne passe par un point singulier de la 
COUrDER 0,100: 

Le résidu de @(À) pour un zéro de Ÿ, correspondant a un point 
x,y,z, tde la Courbe f— 0,9 =o, est, d'après le, calcul du 
égal a 


OP. 
ARTS. 


On a donc la relation 


oo) nae ON ee 
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la première somme s'étendant aux points communs aux surfaces f = 0, 








10, ) == 0: De Dao ... désignant les sommes des résidus de la 
fonction @(A) par rapport aux zéros de R, T, 
Si l’on suppose à = 8 =... =1, et si À est nul ou négatif, la for- 
mule devient 
> ae, Le PRE NE 
a ee aad À; R... 


Aroy désignant toujours le déterminant dont les lignes sont les dérivées 
partielles de f, 9, Ÿ par rapport à a, y, z. La première somme s'étend 
aux points communs aux surfaces f — 0, 9 — 0, | — 0; la seconde 
aux points communs à / — 0, © — 0, R — o, et ainsi de suite. 


Q 
AT... 

est nulle si @(A) n’a pas d’autres infinis que les zéros de Ÿ et ceux de 
9: —[.9,, C'est-à-dire si la surface Q = 0a un contact d'ordre & — 1 
avec la courbe f = 0, ¢ = 0, en tout point de cette courbe situé sur 
R=; un contact d'ordre 8 — 1 en tout point situé sur T = 0, 
un contact d’ordre A — 1 en tout point situé sur ¢= 0, [k21]. 


28. Remarquel.— La formule (10) montre que la somme } aaa A 


3 


On 
D'une manière plus précise, on peut dire que la somme Ÿ ART 


étendue aux points communs aux surfaces / — 0, ® — 0, V=0 esl 
nulle, si la fonction RTE. Apr reste finie pour tous les points de la 


courbe. / = 0, On tués/sumlestsurfaces R —.0, Lot. = 0, 
u. étant une fonction linéaire de x, y, z, {, introduite à une puissance 
convenable pour l’homogénéité, et ne s’annulant en aucun de ces 
points. 


29. Remarque II. — Si, dans ce qui précède, on remplace le poly- 
nôme Q par un polynôme de même degré, Q,, de la forme 


Q,=Q+Af+Bo+ Ch, 


A, B, C étant des polynômes entiers, la somme Ds étendue 
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aux points d’intersection des surfaces f= 0, 9 = 0, ) = 0, sera égale 
à la somme analogue, où Q, est remplacé par Q. 

Elle aura encore pour valeur la somme, changée de signe, des rési- 
dus par rapport aux zéros de R, S, ..., ¢ de la fonction 


Q+Af+Be+Cy a't—zrt!. 
Viti io) RT... ¢ 
ORY ae Bo+Cy 
R“T8...t Le 
les points de la courbe f = 0,9 — 0, et en particulier si 





OS 





Elle sera nulle si la fonction reste finie pour tous 


Q+Af+ Bo + Cy, 


est divisible par R°TÉ... ch. 


IV. — APPLICATION AUX INTEGRALES MULTIPLES DU THEOREME D ABEL. 


50. Soit f(X, Y, Z)=o l'équation d’une surface algébrique de 
degré m; considérons l'intégrale double, appartenant a cette surface, 





DNA AIX AY 


DEAN IST, ven if] 


Soient maintenant deux systemes de surfaces algébriques : 
7 T ry T 
D(X, NY, Au, WX, Y, 7,0) 


dont les équations, de degrés n etp en X, Y, Z, renferment respective- 
ment deux paramètres, & et ¢. 

Deux surfaces voisines du premier système et deux surfaces voisines 
du second découpent sur la surface fixe, /(X, Y,Z)= 0, des quadri- 
latères curvilignes infiniment petits, dont le nombre est égal à celui des 
points de rencontre des surfaces f= 0, — 0, VW =o, c’est-à-dire à 
mip. 

Si l’on fait varier la deuxième surface du système w, en laissant la pre- 
micre fixe, et si l’on fait de même varier la deuxième surface du sys- 
teme », les quadrilatères découpés prendront des dimensions finies : le 
problème que nous nous proposons est d'évaluer la somme algébrique 
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des valeurs de l'intégrale J, prise dans tous les quadrilatéres ainsi dé- 
terminés. 
Soient 
D(X ZE 0, ®(X, Y,Z,u+du)=o0, 
VOX 2) "0, MOUV, Ze + de) =o 


les équations de deux surfaces voisines du systeme u et de deux sur- 
faces voisines du système ¢. Transformons l'intégrale J en prenant pour 


variables u et ¢ a la place de X, Y. 
du io 





I] faut, pour cela, remplacer dX dY par qv H désignant le ja- 


cobien de w et », considérés comme Sores de X et Y. 
Or on a les relations 


Sei) , Zn) 0: 
P(X, iy; Z, Dive O, 
EX LY, 2,0) =, 


Dax + aY + Fal =o, 


OP r LE OP 
5x x IL en = — 5, du, 
ax OX SES hs roe fae ONE es Fe dp. 


Si l’on tire dZ de la première de ces équations pour le porter dans 
les deux autres, on trouve 


de of a” af o> df db of _ ae of 
| Sx 2 — ICO axe| Oh gd 97, 


et une équation analogue pour do. 
du du ov ‘dv 


Ces relations donnent — OX’ oY’ OX’ OY 


et l’on a, par suite, 


MOX AY ox oY 
| a of db 2) fe of ow he of ow of) ie Of de A 


OX 0Z OZ 0X)\0Y OZ OZ OY OX 0Z d0Z0X/\0OY 0Z = dZOY 


~ ob OW (4) 
du ov OL 
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c'est-à-dire 


A 
et Ses ACT 
du ov OZ 
en posant 
OF pei OL 
OX OY OZ 
ee Ob Ob gg? 
Dad Same OZ | 
av ow ow 
Ox MONT OZ" | 


L'élément de Vintégrale double J devient ainsi 





OdxdY © du de 
Sf: Gas A vs 
vet a ow a | 

du dv OL 


La somme de ces éléments dans les quadrilateres infiniment petits 
découpés sur la surface f =o par les quatre surfaces considérées a donc 


pour valeur 
0 ov of 


du de Ÿ gy; mod oh Se 
Z 


Au lieu de considérer la somme de ces éléments, considérons leur 
somme algébrique, en supprimant le signe mod; nous aurons alors à 
évaluer l'expression 

0 ov 
du dY Ss al 3 al 
SA du ov 


la somme s'étendant à tous les points communs aux surfaces f = 0, 
® = o, VW = 0; et par suite, la somme algébrique des valeurs que prend 
l'intégrale J dans les quadrilateres curvilignes compris sur la surface 
J = 0, entre les surfaces 


PORN, UD = 0, DOXLY Zu) 
WX, YZ, 4) ato, A CX Ys?) ae 
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aura pour expression 
am ow 


ÿ ou de 
(12) (ay du de Ÿ es 


Sits CA 


$f 


la somme s’étendant aux points communs aux trois surfaces 


j=] OER NL D DE (XYZ o. 


Comme nous l'avons fait observer, c’est là l'expression de la somme 
algébrique des valeurs de l'intégrale J; pour préciser, on peut dire que, 


dans cette somme, chaque élément de l'intégrale J aes ,AXdY figure, 


Sfx 
ep OW Of 
multiplié par (—1)% d 9 


Of. Dans la nouvelle intégrale double (12), en w ete, entre une 
somme de la nature de celles que nous avons étudiées précédemment. 

Cette somme est une fonction symétrique des coordonnées des points 
communs aux surfaces f= 0, ® = 0, UW =o: c’est donc une fonction 
rationnelle dew et ¢. 

L'intégrale double K est donc de la forme 


M(u, : 
ap Na. 7) dude, 


M et N étant des polynômes entiers. Cette intégrale ne peut donc, en 
général, se ramener aux fonctions rationnelles et logarithmiques, 
comme dans le cas d’une seule variable. 

_ Une étude approfondie des différentes formes dont elle est suscep- 
uble sortirait du cadre du présent Mémoire, et nous nous réservons de 
revenir plus tard sur ce point; nous nous contenterons de signaler ici, 
en raison de leurs applications géométriques, quelques cas particuliers 
tres étendus où l’intégrale K se présente sous une forme simple. 


52. Supposons d’abord que les systèmes de surfaces ® = 0, W =o 
soient deux faisceaux ponctuels, et posons 


D (X, yy 2, u) = 0, (X, YA Z) +u®, (X; ¥; Z), 
WX, Ve ee W(X, YZ) + OW, (XY; ZY. 
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K = f fau SE, 


la somme, Ÿ s'étendant aux points communs aux surfaces f = 0, = 0, 
WW 0! 
Soient toujours m,n, p, q, s les degrés, en X, Y, Z, def, , W, Q,S. 


On aura 


Es 
La somme Or devient, en coordonnées homogènes, 


VOB 
pay eat 
étant posé 
k=q—s—m- 4. 


Nous distinguerons deux cas, selon que k est ou n’est pas supérieur 
a zero. 

1° Soit d’abord ko 

D'après les propositions du n° 28, la somme précédente sera nulle 
si la fonction 


, ©, W,t—* 
(13) RE 


reste finie en tous les points de la courbe f = 0, ® = o, situés sur la 
surface S = 0; pu. désigne une fonction linéaire quelconque de x, y, 5, 
t, ne devenant pas nulle en ces points, et est défini par la relation 


h=m+n+p— 


A fortiori, la somme dont il s’agit.sera nulle si la fonction (13) reste 
finie en chacun des points de la courbe commune aux surfaces f= 0; 
S = o : cette condition est plus avantageuse à étudier que la précédente, 
parce que la courbe f = 0, 5 = o est une courbe fixe, indépendante des 
paramètres wu et ¢. 

Seulement, il importe de remarquer que 1 est alors une fonction 
linéaire de x, y, 3, ¢, qu'on devra faire varier d’un point à l’autre de 
cette courbe, de telle façon qu'elle ne s’annule pas au point de la courbe 
que l’on considère. 
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Posons, pour abréger, 


©, Ww, f-* 
HT). By es er 


et supposons que l’on ait 


S= RETP:. 


Imaginons que les coordonnées d’un point de la surface f = o soient 
exprimées en fonction de deux paramètres, cetw;f(x,y,z,t) devient 
alors une fonction ¥(¢, w). : 
F(5,w) 
RATÉ... 
point, de paramètres w,, o,, situé sur la surface R = o. 

Si ce point est un point ordinaire de la surface f= 0, et si la surface 
R — o ne la touche pas en ce point, on aura, au voisinage des valeurs 
Sy: 


Cherchons d’abord a quelles conditions restera fini en un 


R(o, 7) = &(@ — o,)+ (og — a) + S(w — w,) +..., 


À et vb n'étant pas nuls à la fois. 
Si les surfaces T — 0, ... ne passent pas par le point considéré, il 


faudra, pour que reste fini pour © = w,, ¢ = 0,, que l’on ait, 


RATÉ... 
pour ces valeurs, 


oF oF 

G — = — —__ — 

PEGE =O, Fo = 0 Se 03 : 
OU-1§ d—1F A d—1$ 
Jar STEEL hrs Dur ae 


Si la surface R =o touche au point w,, 6, la surface f — 0, ou, 
plus généralement, si la surface S — o a en ce point, avec cette der- 
nière, un contact d'ordre /—1 (/ étant supérieur à «), ce qui se 


présente notamment aux points communs à f= o et à deux des sur- 
a 
c) 


faces R — 0, T — 0, ..., il faudra, pour que pape’: Teste fini au point 
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considéré, ajouter aux équations qui précèdent les suivantes : 


CE Ong 

dut © fs got — © 

pai CE 5 ; Wea ears ey 
Og d!-15 
doi 0; ’ Oo! ue 


Comme la fonction y ne s’annule pas pour © = ©), 7 = 60, il faut évi- 
demment que ces conditions soient vérifiées par la fonction Q®,W,4# 
qui figure au numérateur de ¥; géométriquement, d’après la théorie 
du contact, cela revient à dire que la surface Q®, VW, ¢“ = 0 passe par 
la courbe commune aux surfaces f = 0, 5 = 0, et que, si en un point 
de cette courbe la surface S = 0 a un contact d’ordre /—- 1 avec la sur- 
face f — o, la surface Q®,W,¢*= 0 a, au même point, avec cette 
derniére, un contact d’ordre supérieur. 

La surface Q®, Wt“ = 0 se décomposant en surfaces distinctes, il 
suffit que la condition précédente soit remplie par J’une d’elles, et en 
particulier par la surface D, UW, — o. 


; ’ s O80, 
2° Soit maintenant # > o. La somme D s'écrit, en coordon- 


SA 
DRE 
SA4ET'é 


et l’on voit comme précédemment qu'elle sera nulle si la fonction 


D- 


nées homogènes, 


QP,w, 
(14) Sieur 


reste finie en tous les points de la courbe commune à la surface f = 0 
et.a la surface Si 0; 

On arrive ainsi a un résultat semblable à celui que l’on a trouvé 
plus haut, en ayant soin de traiter le facteur /‘ qui figure au dénomi- 
nateur comme on a traité les facteurs R*, T®,.... 


395. Toutes ces conséquences peuvent se résumer en une formule 
simple. 
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. Soit I une intégrale double abélienne appartenant à une surface algé- 


brique, f(X, Y, Z) =o, de degré m, 


1= ff SzaXaY, 


Q et S étant des polynômes de degrés gets en X, Y, 2. 

La somme algébrique des valeurs que prend l'intégrale I dans les 
polygones curvilignes découpés sur la surface f= 0 par deux surfaces 
quelconques d’un premier faisceau ponctuel de degré n, et deux sur- 
faces quelconques d’un second faisceau de degré:p, est égale à zéro si 
l’on peut trouver une surface ®, = o du premier faisceau et une surface 
W, = o du second, telles que la fonction 


Q ®P, Ww, 
S t* nt, 


reste finie en chacun des points de la surface f = o situés sur les sur- 
faces s = 0, i =o, étant posé 





k=q —s —m+4, 


h=m+n+p —4. 


Dans cette fonction, 4 désigne une expression linéaire quelconque 
en æ, y, 3, ¢, introduite pour l’homogénéité, et qu’on choisira de ma- 
nière à ne pas s’annuler au point de la surface f= 0 que l’on consi- 
dérera. 

Géométriquement, cette condition est équivaleute à la suivante : il 
faut qu’on puisse trouver une surface ®, =o du premier faisceau, et 
une surface W, = o du second, telles que la surface ©, W, =o passe 
par tous les points de la surface f = 0 situés sur la surface Si*= 0, et 
quelle ait avec f= 0, en chacun de ces points, un contact d'ordre 
supérieur à celui des surfaces f == 0, St*— 0 au même point. 


94. On peut encore transformer ce résultat pour lui donner une 
forme identique à celle du théorème du n° 6, relatif aux intégrales abé- 
liennes simples. 


126 


G. HUMBERT. 


A ceteffet, soit [, une intégrale double abélienne de la forme 


it zeal vi dXdY, 


Q, et S, étant des polynômes en X, Y et Z, de degrés g, et s,, et 
., Y, Z étant liés par l'équation f(X, Y, Z)= o. 


Cherchons à déterminer les infinis de Pintégrale [,. A cet effet, rem- 


: dha Uae Ay ecm a es RME den 
placons X, Y, Z par 5° 7? 72 eb supposons #, y, z, { exprimés en fonc- 


tion de deux paramètres, os et w. Il vient 


HO NGC 


ce qui s'éCTIL 





- mr as dw | Ox 
IXdY = SNS 


c’est-à-dire 


(15) 


On a d’ailleurs 


do do, 








Ow Os Os aw 





Q 
Sh ae 8 (2 5,0) 


Ces expressions montrent que les infinis de l’élément différentiel de 
l'intégrale I, sont les points de la courbe f= 0, S,44-%+3 =o. 

Nous dirons que cette courbe, ou une portion de cette courbe, est un 
infini d'ordre J pour l'élément différentiel si la surface St = 0 a, 
le long de cette courbe, avec f= o, un contact d’ordre / — 1. Ainsi, 
en général, le long de la courbe à l'infini sur la surface f = 0, l’élé- 
ment différentiel sera infini d'ordre g, — s, + 3. 

Dans le cas où f; figure au dénominateur de l’élément différentiel, il 
est aisé de voir que, le long de la courbe f= 0, f; = 0, l'élément dif- 


DU gt = yet = [122 EC), 
ays de 1 ele oe NAS Ow Je 
Payot | 
dx ody ot 
AXAY =O | 95 d de 
Ceo ot 
ds ds ds 
Q: I 


| 
| 
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férentiel ne devient pas infini, parce que le déterminant qui figure dans 
lexpression (15) s’annule en tous les points de cette courbe qui ne sont 
pas des points singuliers. 

Ainsi, en revenant aux notations des n°% 50 et suivants, l'élément 
différentiel 


oe, dX dY 
S fz 
devient infini le long de la courbe S#7-%"### = 0, c'est-à-dire de la 
courbe S/*= 0; il devient en outre infini aux points singuliers de la 
euriace / (0, 
Si maintenant on se reporte à la proposition du n° 35, on voit qu'elle 
peut s’énoncer ainsi : 


I. La somme algébrique des valeurs que prend une intégrale 
double abélienne appartenant à une surface algébrique 


ARIANE 


dans les polygones découpés sur cette surface par deux surfaces 
quelconques d’un premier faisceau ponctuel et deux sur faces quel- 
conques d’un deuxième faisceau est égale à zéro, s'il existe une 
surface À, formée par l’ensemble d’une surface du premier fais- 
ceau et d’une surface du second, passant par tous les points de la 
surface f = 0, qui rendent élément de l'intégrale infint, avec la 
condition d’avoir avec la surface f — 0, en tout point de cette sur- 
face qui est infini d'ordre l pour l'élément de l’intégrale, un con- 
tact d'ordre l—1. 


5 Q RE NET DRE 
De plus, quand Pintégrale est sous la forme ae Si aX dY, il n’y 
Z 


a pas, dans l’énoncé précédent, à tenir compte de ceux des infinis de 
Pélément différentiel qui annulent f;, même s'ils correspondent à des 
points singuliers de la surface f= 0. 

Dans le cas où les surfaces ® = 0, W—=o forment deux systèmes 
algébriques quelconques, il faut que la condition précédente soit rem- 
plie, quels que soient les paramètres u et ¢, par la surface cee a 

du dv 


comme le montre la formule (re). 
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99. On peut signaler, en raison de l'intérêt eéométrique de ses ap- 
plications, un nouveau cas particulier, où la somme algébrique des 
intégrales doubles I, au lieu d’être nulle comme dans exemple précé- 
dent, s’exprime en fonction rationnelle et logarithmique des para- 
mètres wet ©. 

Soit, pour fixer les idées, l'intégrale 


ATEN ; 
I= f f gp dXdY, 
S fz 
ou le degré de ; est égal à — 3; et soit posé 


oH 
ee RTs. 


Les infinis de l'élément différentiel sont les points communs a f= 0 
ev aux surfaces init 0 ples Oe, 

Imaginons que, parmi les surfaces de l’un des faisceaux sécants, 1 en 
existe une passant par les courbes d’intersection de f= o et des sur- 
faces R ==, 1c, Soitpar exemple 


= À f + BRT 


Nous ne supposons pas que cette surface ait avec /— 0, le long de 
ces courbes, des contacts d'ordre plus ou moins élevé, comme on l’ad- 
mettait dans le théorème précédent. 

L'intégrale K est ici 


AY , 5 QU: BRT. 1 GE 
K= f {dude Ate ag du do > 


Nous avons supprimé au numérateur de la somme X le terme Af, 
parce que la somme s'étend aux points communs aux trois surfaces 
f=0,®,+ub,=0o, W,+6W, — 0. 

La proposition que nous allons établir est que l'intégrale K est une 
fonction entière de uw, et une fonction rationnelle et logarithmique 
de 5 

On a, en effet, en remarquant qu’en vertu de l'hypothèse faite sur le 


A O 1s 2. 4 . Ld 
degré de SH le numérateur de la quantité sous le signe Y est de degré 
Jt | 
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inférieur au dénominateur et en appliquant la formule (10) du n° 27, 


» mea i + Yi ert prt: 


Yon, Loy, ... désignant les sommes des résidus, par rapport aux zéros 
de R, T, ..., de la fonction 





x — Qw,B Dh at! 
Eke 7 ieee a) [®,+ u®,] Ra-ITÉ-1... 


Dans cette fonction, æ, y, z, ¢ sont les coordonnées, exprimées en 
fonction thétafuchsienne de A, d’un point de la courbe f= 0, VY =o. 
Si Pon remarque maintenant que ®, s’annule pour les points de cette 
courbe situés sur les surfaces R = 0, T = 0, ..., on voit que dans les 
résidus de O(À) par rapport aux zéros de R, T, ..., wne figurera pas 
au dénominateur, car il n'entre, au dénominateur, que dans des puis- 


. É » . . . ’ 
sances de la fonction —————,, fonction prise en un point commun à la 
P, + uP, 
Courbe ONE oct à l’une des-surfacest R—=0; T=0, 


Comme pour ces points ®, s’annule, & ne figurera pas au dénomina- 
teur. 
On voit ainsi que la somme 


Qv,B 
»3 ARTE? 


qui est une fonction rationnelle de & et de 6, est une fonction entière 
de w. Il serait aisé de préciser son degré en u; nous en donnerons des 
exemples dans les applications. 


Cette fonction est donc de la forme 
F,(~) + us, (9) + w?S, (9) + 


.…. 


$,,7,, ... étant des fonctions rationnelles de 6. On a done 


Ka ff dudeé(e)+ me. 
=(u—u) [3 Molde, — Ye [a (e)do+..., 


ce qui démontre la proposition énoncée. 
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Dans le cas où la surface du second faisceau W', = o passe égale- 
ment par les courbes situées sur f= o rendant l'intégrale I infinie, on 
voit de même que K est une fonction entière de ¢; cette intégrale est 
alors fonction entière des yO peas wet. 


On aurait un résultat analogue si = était de degré supérieur à — 3. 


fi 


Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 


Il. La somme algébrique des valeurs que prend une intégrale 
double abélienne, appartenant à une surface f(X, Y,2)= 0, dans 
les poly gones découpés sur celle surface par deux surfaces quel- 
conques d’un premier faisceau ®,+ u®,=0, et deux surfaces 
quelconques d’un autre faisceau, VW, + ¢W,= 0, est une fonction 
entière du paramètre u et une fonction r ue et logarithmique 
du paramètre +, si la surface ®, = 0 du premier faisceau passe 
par tous les points de la surface f =o qui rendent l’élément de 
l’intégrale infint. 

Si la surface V,=0 du second faisceau satisfait également à la 
méme condition, la somme précédente est une fonction entière des 
deux paramètres u et °. 


56. On a un résultat semblable dans le cas où les surfaces ® = 0, 
W = o forment deux systèmes algébriques quelconques. 
La somme des intégrales I sera une fonction entière de uw et une 


: 5 ; : : Ov 
fonction rationnelle et logarithmique de ¢ si la surface Ju — © Passe, 


quel que soit w, par tous les Be rendant l’élément différentiel infini. 
Si ® = Au? + Bu +... + Ku +L, il faut pour cela que les sur- 
faces@Ac (0,0 ==, eee K. = 0 passent par ces points. 


T , 5 Se ' , 
V y= Le THEOREME D ABEL POUR LES INTEGRALES DE DIFFERENTIELLES 
TOTALES. 


97. Soit toujours f(X, Y,Z) =o Péquation d'une surface algé- 


brique de degré m; considérons l’intégrale, appartenant à cette sur- 


face, 
ROUX AZ) mix ¥, 2 
l= fr: ax + Y 
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Q, R, S, T étant des polynômes de degrés g, 7, s, ¢, et les fractions 


: R . : A TEE = : ENS 
rationnelles QUE satisfaisant à la condition d’intégrabilité 


ST 
ie WWE NG =): 
aie EAPO RCT | 


On suppose, dans cette intégrale, que Z est une fonction de X et Y, 
satisfaisant à ’équation f (X, Y, Z)=o. 
Cela posé, soient deux systèmes de surfaces algébriques 


P(X,Y,Z,u)=— 0, EX (Zi, 0) 10, 


dont les équations, de degrés m et p en X, Y, Z, renferment respective- 
ment deux paramètres u et ¢. 

Considérons deux surfaces du premier systeme, correspondant aux 
valeurs uw, et u, du paramètre w, et de même deux surfaces du second, 
correspondant aux valeurs ¢, ete, ; proposons-nous d’évaluer la somme 
des intégrales I, dont les limites inférieures sont les valeurs de X et Y 
qui correspondent aux points communs a f/f =o et aux surfaces de pa- 
‘amètres Uy et #,, et dont les limites supérieures sont les valeurs de X 
et Y correspondant aux points communs a f= o et aux surfaces de 
parametres w, et ¢,. 

Soient wet e des valeurs des paramètres, comprises respectivement 
entre #, el 4, ©, et ¢,; transformons l'intégrale I en prenant pour 
variables # et ¢ à la place de X et Y. 

On a les relations 


PACK, Y Zenon DEN AE 0, MACK RYE Zise) = oi; 
d’où 


of é of T of DRE 
ay OX + ay d) = 47 d£ = O, 


Lo 
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On tire de la 





OY OE whonioY 


ov | of d% Of %) y, 
DO) OL GONE we OY OL \. 


Ne Di POs IF Ni 
(42 


et 


__db(of dr of aw | 
AN = FN or aK OR IE du 


ow | df 0& of 0® | Aes 


Dr ONE ZERO EUX 


el 


ote ; ; : If dv 0 
A désignant toujours le déterminant Ÿ = _ + A On a donc, pour 


l'élément de l'intégrale I, 





OS MR ES MINEURES R Qu Ron | 7, 
<q dX —- pay = A Ee M, + TA N, | du + A igh M, + TA N, | de, 
| ‘Es ow 

M,, N,; M,, N, étant les coefficients de — du et 9 Oe dans les va- 


du 
leurs de AdX et AdY. 


La somme de ces éléments, pour les points communs à la surface 
f =o et aux surfaces ®(X, Y, Z, u) = 0, W(X, Y, Z, ¢) = 0, est donc 


de la forme 


oo ow 
tay LE H Ae 

(16) M Su 
SIA ST A 


les sommes s'étendant aux points communs aux trois surfaces. 

On est donc encore ramené au caleul de sommes analogues à celles 
que nous avons si souvent introduites dans ce travail, et ce calcul se 
fera par l’application de la formule générale du n° 27. 

Il est clair ‘d’ailleurs que chacune des sommes qui figurent dans 
expression (16) est une fonction rationnelle de wu et de ¢, et Pon en 
conclut aisément que l'intégrale de cette expression est une fonction 
rationnelle et logarithmique de wu et de ¢. 

‘n effet, soit la fonction 





J = { M(u, e) du + N(u, ¢) dy, 


ou M et N sont rationnels. 
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On a 
Je [MG e) du + [NC e)de. 


La première intégrale étant une fonction rationnelle et logarithmique 
de w, et la seconde étant indépendante de uw, on voit bien que J est 
fonction rationnelle et logarithmique de w et, par suite, de ¢, puisqu’on 
peut répéter pour ¢ le raisonnement fait pour w. C’est Pextension évi- 
dente du théorème d’Abel aux intégrales de différentielles totales. 

Le cas où les surfaces ® = 0, YW = o appartiennent respectivement 
à un faisceau ponctuel donne des résultats simples. 

Soit toujours 

D — D, + u D, 
w=w,+ow.. 


L'intégrale à calculer est 


Ge, + HY, 
I= [du Y gi + di STA. 


On arrive sans difficulté, en répétant les raisonnements faits dans le 


paragraphe précédent, aux propositions suivantes. 
Soit l'intégrale 


Pe a Qin he 
l= /Sax+ sdY, 


que nous ramènerons à la forme 





Te TANT 
Er. S 


1 


Nous appellerons infini de élément de I, en désignant par m,, 2,, 5, 
les degrés de M,, N,, 5,, les infinis des fonctions 


M,(2, y 4; t) I NUL, y, 2, t) I | 
Si(x, VARIE CE SEX PY Cen huis, 6), ÉPagti 
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L'ordre d’un infini, défini comme au n° 54, sera l’ordre de cet infini 
? ] 
dans celle des deux fonctions qui l’admet avec l’ordre le plus élevé. 


I. La somme des valeurs des intégrales 1, dont les limites infé- 
rieures sont les valeurs de X,Y, Z qui correspondent aux points 
dintersection de la sur face f — 0 avec deux surfaces ®, + u,®, = 0, 
W,+e,W,=o, et dont les limites supérieures sont les valeurs qui 
correspondent aux points d’intersection de f= 0 avec les surfaces 
®,+u%,=0,W, + 6W,=0, est nulle si Pune des surfaces du fais- 
ceau ®,+ e®, = 0 el Pune des surfaces du faisceau V, + eV, =o 
passent par les points de la surface f — 0 qui rendent élément de 
l’intégrale | infint, avec la condition d’avoir avec la surface f = 0, 
en tout point de cette surface qui est pour élément del un infint 
d'ordre l, un contact @ ordre l— 1. 


Il. La somme des valeurs précédentes des intégrales \ sera une 
fonction entière de u sila surface ®, =o passe simplement par les 
points de f = 0 qui rendent l’élément de l'intégrale infinr. 

Elle sera de méme une fonction entière de + si la surface W, = o 
satisfait à la même condition. 


On a des résultats analogues dans le cas où les surfaces ® = 0, W=o 
appartiennent à deux systèmes alg'ébriques quelconques. 


(À suivre.) 
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Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques 


de deux variables ('); 


Par M. Entre PICARD. 


INTRODUCTION. 


La théorie des fonctions algébriques de deux variables indépen- 
dantes a déjà fait l’objet d’importants travaux, parmi lesquels il con- 
vient de citer tout particulièrement les mémorables recherches de 
M. Nœther (Math. Annalen, t. II à XI). L’éminent géomètre a 
principalement étudié la question au point de vue algébrique, en 
approfondissant l'étude de ces polynômes adjoints d'ordre m — 4 
(m désignant le degré de la surface), qui sont les analogues des poly- 
nômes adjoints d'ordre m — 3, jouant un role si important dans la 
théorie des courbes planes algébriques. II est arrivé ainsi à la notion 
de deux nombres invariantifs fondamentaux. Le premier, désigné par p 
et communément appelé genre de la surface (Flächengeschlecht), est 
égal au nombre des paramètres arbitraires figurant dans les polynômes 
adjoints Q d’ordre m — 4. Le second nombre, désigné par p, (Curven- 
geschlecht), représente le genre de la courbe mobile d’intersection de 
la surface donnée avec les surfaces représentées par l'équation Q = o. 

Dans la théorie des courbes algébriques, on ne s’est pas borné au 
point de vue algébrique, et la considération de certaines expressions 





(1) Mémoire couronné par l'Académie des Sciences (grand prix des Sciences 
mathématiques, 1888 ). 
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transcendantes attachées à la courbe présente le plus grand intérét. 
Ces transcendantes sont, comme on sait, les intégrales de la forme 


f Rwy) dx, 


R étant une fonction rationnelle des coordonnées x et y, liées par la 
relation qui définit la courbe f(x, y) = o. 

Une première extension du point de vue transcendant a été faite par 
M. Nœther, qui a, dans un de ses Mémoires (Math. Annalen, t. IT), 
considéré les intégrales doubles 


DE z)dxdy 
‘e 


() étant toujours un polynôme adjoint d’ordre m — 4. La considération 
de ces intégrales va jouer un role capital dans différentes parties de ce 
Mémoire. On pourrait les appeler des intégrales doubles de première 
espèce attachées à la surface. On peut, en effet, montrer que ces inté- 
orales restent toujours finies, quel que soit le champ de l’intégration. 

L'extension du point de vue transcendant aux surfaces algébriques 
peut se faire, d’une autre maniére, en considérant les intégrales de dif- 
férentielles totales de la forme 





av, Ÿ 
| Pde + Qdy, 


P et Q étant des fonctions rationnelles de x, y, z liées par la relation 
qui définit la surface f(a, y,z)= 0. — 

C’est de Pétude de ces intégrales que nous nous sommes tout d’abord 
occupé. Nous les partageons en intégrales de premiére, seconde et 
troisième espèce, comme dans la théorie des courbes algébriques. Nous 
avions déjà commencé cette étude dans deux Mémoires du Journal de 
Mathématiques (1885 et 1886). Nous reprenons entièrement ici la 
théorie des intégrales de seconde espèce, dont plusieurs points avaient 
besoin d’être précisés. Nous établissons d’abord que de telles inté- 
grales mexistent pas, en général, pour une surface algébrique, je veux 
dire qu'il n'y a pas, pour une surface arbitraire, d'autres intégrales de 
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seconde espèce que des fonctions rationnelles des coordonnées. Lais- 
sant celles-ci de côté, il faut reconnaître si une surface donnée admet 
des intégrales de seconde espèce, et apprendre à les former si elles 
existent. C’est à ce problème qu’est consacrée la plus grande partie du 
premier Chapitre de ce Mémoire. Nous ramenons sa solution à une 
question d’une tout autre nature, à l'étude des intégrales rationnelles 
d’une équation différentielle linéaire. Avant d'approfondir davantage 
la théorie des intégrales de seconde et de troisième espèce, nous avons 
dû étudier une question capitale en elle-même, c’est celle des cycles 
des surfaces algébriques ; elle fait l’objet du second Chapitre. 

On connaît toute l'importance de la théorie des cycles dans l’étude 
des courbes algébriques. La pensée d’édifier une théorie analogue pour 
les surfaces algébriques se présentait naturellement : c’est ce que j'ai 
essayé de faire. Mais tout d’abord il convient de remarquer que la gé- 
néralisation peut se faire dans deux directions différentes; il y a à con- 
sidérer pour les surfaces des cycles à une dimension ou linéaires, et 
des cycles à deux dimensions; d’où deux théories entièrement dis- 
tinctes. 

En pénétrant dans la première étude, on rencontre dès le début un 
résultat au premier abord inattendu: c’est qu’en général, pour une 
surface algébrique, il n’y a pas de cycles linéaires, je veux dire qu’ils 
se réduisent tous à des cycles nuls. Il y a cependant des surfaces pos- 
sédant effectivement des cycles linéaires, et le problème se pose de 
rechercher les cycles distincts d’une surface algébrique. Dans cette dif- 
ficile question, la réductibilité d’une certaine équation différentielle 
linéaire joue un rôle essentiel. Au point de vue pratique, les méthodes 
, que nous proposons seraient, sans doute, d’une pénible application, 
mais notre principal objet a été de jeter quelque lumière sur une 
théorie entièrement nouvelle. 

Relativement aux cycles à deux dimensions, nous avons cherché à 
montrer à quel problème, relatif aux équations linéaires, pouvait être 
ramenée leur étude. Ces cycles existent d’ailleurs en général; c’est donc 
la qu'on trouvera la véritable généralisation de la théorie des cycles 
des courbes algébriques, que n’ont pu donner, comme on vient de le 
voir, les cycles linéaires. 

On voit, par ce qui précède, les différences profondes qui séparent 


138 É. PICARD. 


la théorie des fonctions algébriques d’une variable de la théorie des 
fonctions algébriques de deux variables indépendantes. L’analogie, 
qui souvent est un guide excellent, peut devenir ici bien trompeuse. 

Les méthodes employées dans ce Chapitre nous ont permis de com- 
pléter la théorie des intégrales de seconde et de troisième espèce. Je cite- 
rai seulement ici le théorème suivant : Le nombre des intégrales dis- 
linctes de seconde espèce est égal au nombre de leurs périodes. 

Nous nous occupons dans le troisième Chapitre des transformations 
birationnelles des surfaces en elles-mêmes. Ce Chapitre peut être con- 
sidéré comme une application de nos résultats généraux sur les inté- 
grales de différentielles totales. L'étude des transformations d’une sur- 
face en elle-même est très différente suivant le genre de la surface. 
Quand ce genre p est supérieur à un, les transformations ne peuvent 
contenir plus d’un paramètre arbitraire. Si le genre est au plus égal à 
un et que la surface admette un groupe continu de transformations 
birationnelles en elle-même, ou bien on pourra tracer sur elle un ré- 
seau de courbes du genre zéro ou un, ou bien la surface jouira de la 
propriété remarquable que voici: il existera deux intégrales de diffe- 
rentielles totales 


P dx + Qdy el P,dx + Q, dy, 


telles que les deux équations 


Pdx +Qdy = du, 
P,dx + Q,dy = de 


donneront pour x, y, z des fonctions uniformes de u et v. Nous étu- 
dions spécialement cette classe intéressante de surfaces, qui sont vrai- 
ment les analogues des courbes planes de genre zéro et un. 

Dans le quatrième Chapitre, nous complétons la théorie précédente ; 
nous faisons voir comment on pourra reconnaitre si deux surfaces de 
genre supérieur à un se correspondent point par point, et nous établis- 
sons notamment, par deux voies différentes, que deux surfaces de genre 
supérieur à l'unité ne peuvent admettre une infinité discontinue de 
transformations birationnelles. 
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Le cinquième Chapitre a pour objet application de quelques-uns 
des résultats précédents à l'étude de certaines équations différentielles. 
Nous nous occupons particulièrement des équations de la forme 


PONG VPs 


J étant un polynôme, dans le cas où Vintégrale générale est uniforme. 
C’est une théorie très difficile, et la raison de cette difficulté est dans le 
fait suivant, signalé au troisième Chapitre : une surface algébrique peut 
admettre une transformation biuniforme en elle-même, qui ne soit pas 
birationnelle, tandis que, pour les courbes algébriques au contraire, 
une telle transformation est nécessairement birationnelle. 

Tout d’abord nous examinons le cas particulier où une certaine 
transformation biuniforme de la surface f serait birationnelle. Toute 
cette étude est intimement liée à celle des surfaces étudiées au Cha- 
pitre IIT; dans ce cas, l'intégrale générale s’exprimera par des transcen- 
dantes connues. Nous avons voulu ensuite examiner le cas général, 
mais un point extrêmement délicat se présente. Il est relativement 
facile de reconnaître si l’intégrale générale est à apparence uniforme, 
c'est-à-dire est uniforme dans le voisinage de tout point à l’intérieur 
de la région où doit rester la variable indépendante; mais nous ne 
sommes pas autorisé pour cela à regarder l'intégrale générale comme 
une fonction uniforme. Nous avons spécialement considéré le cas où 
l'équation a la forme 


H=R(Y TN): 


R étant rationnelle en y et y’. Il nous a paru curieux de montrer com- 
ment on pouvait mettre l'intégrale y sous la forme d’un quotient de 
deux fonctions à apparence uniforme, n’ayant plus de pôles, fonctions 
que l’on peut regarder comme une généralisation des fonctions Al ou 
des fonctions © de la théorie des fonctions elliptiques. 

Nous considérons aussi les équations plus générales 


f(a; 5 Y' y") 10; 


où f est un polynôme en y, y’ ety’, dans l'hypothèse où les points 
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critiques de Vintégrale générale seraient fixes. C’est l’extension au 
second ordre du problème posé par M. Fuchs pour les équations du 
premier ordre, problème sur lequel M. Poincaré a écrit quelques pages 
si remarquables. Ici encore une certaine transformation biuniforme 
joue un rôle essentiel ; nous ne nous occupons que du cas où cette trans- 
formation serait birationnelle. 

Dans le sixième Chapitre, nous généralisons la notion d’intégrale de 
première espèce en envisageant les fonctions wu de (x, y, z) qui se 
transforment en au + b (a et b étant des constantes), quand (x, y, 7) 
décrit un cycle linéaire effectif de la surface. Une pareille générali- 
sation peut aussi être faite pour les courbes algébriques; nous lui con- 
sacrons quelques pages au début du Chapitre. 





CHAPITRE J. 


INTÉGRALES DE DIFFERENTIELLES TOTALES. 


I. — GÉNÉRALITÉS. 


1. Etant donnée une surface algébrique 


fw 914) = 0, 


nous allons considérer les intégrales de différentielles totales de la 
forme 

(#, ÿ, 2) 
(1) [ P dx + Qdy, 

(Xo, Yo, Fo) 
où P et Q sont des fonctions rationnelles de x, y et z. On suppose, 
bien entendu, que la condition d’intégrabilité est satisfaite; l'intégrale 
précédente est alors une fonction du point analytique (x, y, 3), et en 
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un point (a, y,z) les diverses valeurs de l'intégrale ne diffèrent que 
d’une somme de multiples de périodes. 

Les intégrales précédentes peuvent être partagées en trois espèces. 

Les intégrales de première espèce sont celles qui restent finies pour 
tout système de valeurs des variables indépendantes x et y. 

Nous allons, pour le moment, définir comme il suit les intégrales de 
seconde espèce : considérons les courbes le long desquelles l'intégrale 
devient infinie. Soit C une de ces courbes, et supposons qu’elle soit une 
courbe simple de la surface; je prends alors un cycle infiniment petit 
entourant cette courbe en un point arbitraire (on peut, par exemple, 
donner à y une valeur fixe, et considérer dans le plan de la variable x 
un contour infiniment petit autour d’un point de la courbe C, répon- 
dant à la valeur prise pour y); si l'intégrale le long de ce cycle est nulle, 
nous dirons que la courbe C est une courbe polaire. Une intégrale ie 
seconde espèce ne possède que des courbes polaires. 

Ila été supposé que la courbe C était une courbe simple de la sur- 
face. Le cas où elle serait une courbe multiple ne donne lieu à aucune 
difficulté ; nous pouvons en effet, comme l’a montré M. Neether (Got- 
tingen Nachrichten, p. 267; 1871), résoudre cette singularité par une 
transformation rationnelle. La courbe C se transformera ainsi en plu- 
sieurs courbes simples. 

On pourrait encore dire que l'intégrale (1) sera une intégrale de 
seconde espèce, au sens habituel de la théorie des courbes algébriques, 
pour une section plane quelconque de la surface ('). 

Si l'intégrale le long d’un contour infiniment petit, analogue a celui 
dont nous avons ue. n'est pas nulle, cette courbe C sera dite une 
courbe logarithmique, et l’intégrale sera de troisième espèce. 

Dans le cas des intégrales de troisième espèce, à une courbe loga- 
rithmique correspond évidemment une période. Une telle période sera 
dite une période polaire. 


2. Une première remarque va nous être fort utile dans l'étude des 





(1) Nous aurons à revenir ultérieurement sur cette définition des intégrales de 
seconde espèce, où nous ne nous sommes pas occupé des points singuliers isolés 
de la surface (Chap. IT), où l'intégrale pourrait devenir infinie, 
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intégrales précédentes. Soit l'intégrale de différentielle totale 


[P dw + Qdy; 


j'envisage lintégrale 
(2) ÿ Pio, 6) dr 
comme une intégrale abélienne attachée à la relation entre x et z 


J (#9 7) = 0; 


la lettre y dans l'intégrale (2), comme dans cette dernière équation, 
est considérée comme un paramètre, d’ailleurs arbitraire. Les périodes 
de l'intégrale (2) seront nécessairement des périodes de l’intégrale (1), 
car elles correspondent à un cycle dans lequel y reste constant; ces 
périodes ne dépendent donc pas du paramètre y. 

Cela posé, considérant toujours la courbe f avec le paramètre y, 
SOIL 


I Sie 2) dr. 


2 étant rationnelle en x, y, 3, une intégrale abélienne de la courbe f 
n'ayant pas pour y arbitraire de périodes polaires, c’est-à-dire une 
intégrale de première ou de seconde espèce. Les périodes de l’inté- 
grale I peuvent être regardées comme une fonction de y, et M. Fuchs 
a montré (Journal de Crelle, t. 73) qu'elles satisfont à une équation 
linéaire dont les coefficients sont des polynômes en y, et dont l’ordre 
est au plus égal au genre de la relation f, et est même égal à ce genre 
si l'intégrale est prise arbitrairement. Le groupe de cette équation sera 
évidemment indépendant de la fonction 9, et chaque substitution 
linéaire de ce groupe revient à une transformation des cycles de la 
fonction algébrique z de x. 

Si la surface f(a, y, z)=0 est la plus générale de son degré, l’ordre 
de l'équation sera égal au genre de cette relation entre x et z, et les 
substitutions du groupe de cette équation linéaire seront à coefficients 
entiers. 
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Considérons un instant un cas très particulier; soit 


$1 (@— G,) (Li — ay)...(2— a,,)(x —¥), 


où les a sont des constantes distinctes. Prenons les périodes de l’inté- 


vrale 
dx 


LE a le) 








elles satisfont à une équation d'ordre 2p) qui rentre d’ailleurs dans le 
type hy pergéométrique d'ordre e supérieur, el ses points critiques sont 


Lys As, navy As Cth oO. 


2p 


De plus, dans le voisinage de y = +, les racines de l'équation fon- 
damentale déterminante de M. Fuchs sont 


Ee, TES 


la première étant d'ordre 2p — 1; donc I équation aux multiplicateurs 
de la substitution correspondante aura une racine multiple d’ordre 2p, 
égale à — 1. 

Cette dernière remarque nous montre que, si l’on considère une sub- 
stitution arbitraire du groupe de l'équation, soit 


O, =M, O,+ MIO +... + MIO, 

(3) O, = M, OW, + MO, +...+m, Wp, 
CEE 2p 

BE iO, eo as oy ro: 


m—S mi ne 
1 LES CS 2 P 
(4) m, 1) 00 Ms a 
2 
Law Nh CFE mo S 


n’admettra pas la racine S =1, puisque, dans le cas particulier consi- 
déré, on a unique racine, d’ordre 2p, S =— 1. 
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Ce qui vient d’être vérifié dans ce cas particulier s'applique évidem- 
ment au cas général, c’est-à-dire que, si nous revenons à l'intégrale I, 
la surface 


f(&,Y,3)=0 


étant la plus générale de degré m, et la substitution (3) désignant une 
substitution arbitraire du groupe de l'équation linéaire E, d'ordre 2p, 
correspondante, l'équation (4) ne sera pas vérifiée pour S = 1. 


5. Cette remarque faite, soit 
i} P dx + Q dy 


une intégrale de différentielle totale de première ou de seconde espèce, 


correspondant à la surface 
TLS Ve 3) =0, 


la plus générale de son degré. 


Les périodes de fr dx sont des quantités indépendantes de y, 


NC ens, Cap 


mais la transformation des cycles correspondant à une substitution 
quelconque donne, puisque ces quantités sont des constantes, les re- 


lations 
A = MIA +mMia,t+...+ MP Ain 


A= M, + M, da ++ ME Gp; 


2 AT vues ie pale Piel ess wel és! owls + nie) se + 6 5€ Rig 


équations qui, d’après la remarque de la fin du paragraphe précédent, 


doivent nécessairement donner 
a,= 0, dy = O, see, ip = 0. 


Les périodes de l’intégrale sont donc nulles. 
Par suite, si elle est de première espèce, l'intégrale se réduira à une 
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constante, et si elle est une intégrale de seconde espèce, ce sera une 
fonction rationnelle de x, y et z. 

Ainsi se trouvent établis bien rapidement les deux théorèmes que 
jal énoncés et démontrés précédemment, concernant les intégrales de 
première et de seconde espèce, attachées à la surface la plus générale 
de degré m. 

4. On peut établir pour les intégrales de troisième espèce une pro- 
position analogue à la précédente. Nous avons dit (n° 4) ce qu’on 
devait entendre par période polaire d’une telle intégrale; une période 
polaire provient d'un cycle infiniment petit autour d’un point quel- 
conque d’une courbe logarithmique de l'intégrale. 

Une intégrale de troisième espèce peut, & priori, avoir d’autres pé- 
riodes que des périodes polaires, mais nous allons montrer qu'il n’en 
est cependant pas ainsi en général. Nous établirons, à cet effet, que si 
la surface f est la plus générale de son degré, les périodes de toute 
intégrale de troisième espèce se réduisent aux périodes polaires. 

Il sera plus net de commencer la démonstration par un cas parti- 
culier; ce sera celui de la surface 


ea (ry) 


où f est le polynôme général de degré m en x et y. 
La forme générale des intégrales de différentielles totales correspon- 


fir az + Q dy 
ER) 
a M Vi G2: M) 


P, Q, M désignant des polynômes en x et y, en laissant seulement de 


dant à celte surface sera 





côté un terme de la forme 
R(x,y)+AlogR,(x, y), 


où R et R, sont des fractions rationnelles en x et y, et où A est une 
constante. La condition d’intégrabilité s’écrira 


of Of OI Pet OP dQ aM aM]. 
MP —Q%) =a f(w, NME — 52) + QF — P| 
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Supposons que M(x, y) ne soit pas divisible par f(x, y) et soit, 
par suite, premier avec lui. Comme on a pu faire d’abord sur x et y 
une transformation linéaire quelconque, on peut supposer que là 
courbe 


Mia) i=,0 


ne rencontre pas la courbe f(a, y)=o (qui n’a que des points 
simples) en un point où l’on ait 


; Cpe ie 
soit ta 0, soit 


0 

oF —= 0 
Ox 
Ceci posé, considérons l'intégrale fonction de x 


Fe P dx 


MV/(æ, 7) 


nous avons dit que ses périodes ne dépendent pas de y. 
Donnons à y une valeur arbitraire y,, l'équation 


TL) Yo) ae 
aura m racines distinctes entre elles, 
AE La) au 4? Un 


et distinctes des racines de l'équation M(x, y) = 0. 
Les périodes cycliques de Vintégrale proviendront des intégrales 
prises le long de courbes joignant les points 


PORN CCE Miya ts ost Crh 4 Lins 


ces courbes étant considérées comme doubles ou, pour plus de préci- 
sion, le long de contours s’¢loignant peu de ces courbes doubles et. 
enveloppant respectivement Me Ce OL. igs ...… 

Il existera un certain nombre de valeurs singulières de y, pour les- 
quelles l'équation f(x, y) = o aura une racine double. 

Soit y = 6 une telle valeur, l'équation 


HE MD) Et0 
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aura une racine double et une seule; soit x = a. Je dis que 
D == 
Pe DN Ot 


tn effet, d’après ce que nous avons supposé, M(a, b) n’est pas nul, 
et par suite, en se reportant à la condition d’intégrabilité, 


P(a, 0) f,(a, b) = 0; 


or le second facteur ne peut être nul, puisque la courbe n’a pas de 
points multiples : donc P(a, b) =o. 

Cette remarque faite, nous pouvons supposer les racines x,, ..., 4, 
rangées dans un ordre tel que, y allant de y, à la valeur singulière b, 
par un chemin convenable, x, et x, deviennent égales; puis ensuite, y 
allant de y, à une autre valeur singulière, x, et 7, deviennent égales, 
et ainsi de suite; y allant de y, à b, les racines deviennent, pour y = b, 


et l’on aura 


les autres racines élant distinctes. Si nous faisons y = y,, on a pour 
un système de coupures joignant 


HHL, May «+s 


un système de périodes; on peut supposer que ces coupures se défor- 
ment d’une manière continue quand y varie de y, à 0, sans rencontrer 
les courbes décrites par les racines de Péquation M(x, y) = o. 

Je dis que la période relative à æ,x, est nulle; en effet, elle reste 
constante quand y varie; or, pour y = b, ona 


et Vf(x, b) contient x — a@ en facteur. 

Mais il en est de même du numérateur, puisque P(a, b) = 0; par 
suite, l'intégrale prise le long d’une petite courbe enveloppant le point a 
est nulle, etilen est par suite de même de la période cyclique initiale, 
correspondant à y arbitraire, Le théorème est démontré. 
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5. La méthode de démonstration employée dans le cas particulier 
qui précède peut être suivie pour la surface la plus générale 


HU, Po) =O, 


P dx + Q dy 
Mf; 


Soit 


l'intégrale considérée, P, Q et M étant des polynômes en « et y; M 
est un polynôme de degré wu; le degré de P est u. + m — 2 par rapport 
aw, y et z et + m — 3 par rapport à x et z; pareillement le degré 
de Qest + m—2 ena, yet sz, et + m —3en7yetz. L'intégrale 
aura une ou plusieurs courbes logarithmiques situées sur la surface 
M = 0; on peut supposer que pour ces courbes on n'a pas f/= 0, 
puisqu'il suffirait de faire une substitution liné aire sur x, y etz pour 
éviter cet inconvénient. 


Écrivons la condition gira tia eel qui va nous étre utile dans un 


Te 


instant : ce sera, en posant & = P,,5—=0Q,, 


' oP ' oP 1 ' 1 at 
PACS GR) PSH LL) 
00; #80 LAN: 
2 (SAA Ss) Sit ONC ts — Sse 0. 
Considérons maintenant les deux relations 


f(t,7,3)=0, PT Y; 2)= 95 


on peut les regarder comme définissant un point analytique (z, x), 
fonction algébrique de la variable y. 

Il y aura certaines valeurs de y pour lesquelles deux valeurs de 
(s, x) et deux seulement (le polynôme f étant le plus général de son 
degré) deviendront égales. Soient, pour une valeur arbitraire et non 





singulière y, de y, 
(2,5 nays (a5 CADE sey (zx, Lx) 


les N déterminations de (z, æ). On peut les supposer rangées dans un 
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ordre tel que, y allant de y, à une certaine valeur singulière b de y, 
(2,0) et (32, Ta) 


deviennent égaux; puis ensuite, y allant de y, à une autre valeur sin- 


gulière convenable, | 
(32) Ly) et (45, Ts) 


deviennent égaux; et ainsi de suite pour 
(Zs, LE” el (er, La}; v…..) (Sets Xn) et (zx Zn); 


y allant de y, et arrivant à la première valeur singulière b, les points 
analytiques (3, 2) varicront et deviendront 


2.) Ne (2h Ly) 
(or. Z)—=(2.",) =(c, à). 


Le point (a, b, c) est, en langage géométrique, un point de la 
surface f où le plan tangent est parallèle au plan des wz. On aura 


et l’on aura 


donc 


f (a RTROEE0 HÉCAAD el) 0, if Cat ORG) Oo: 
En nous reportant à la condition d’intégrabilité, on conclut que 
Wao) /..(a, bc) f,(a, b, c)=0; 


mais les deux derniers facteurs ne sont pas nuls, à cause de Phypo- 
thèse faite sur la surface /; nous avons donc 


een CO) Os 


I] nous faut maintenant étudier la relation algébrique entre 3, x 
pour une valeur arbitraire y, de y 


f(x, Yo) 3)= 0; 


les points analytiques (2,, 2,), (32, &2), ..., (4x, @y) Sont les points 
de ramification de cette fonction. On peut tracer dans le plan de la 
variable complexe x un contour simple enveloppant seulement les 
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points æ, el v,, el tel qu'après un tour complet de la variable le long 
de ce contour toute racine 3 de l'équation précédente reprenne la 
mème valeur. 

ln effet, l'équation 


SD, ese 0 


définit une courbe qui, au point # = a, 3 = c, aun point double dont 
les Langentes sont distinctes. Quand y varie, comme il a été dit, de 
Yo ab, x, et x, viennent tous deux en a: or considérons un contour 
simple enveloppant les points #,, 7, et a, el n’étant traversé par aucun 
des chemins que décrivent les autres racines; ce contour sera un cycle 
pour le point analytique (x, z) défini par Péquation 


JTE 0; 


car, Si, partant d’un point arbitraire du contour, avec une certaine ra- 
cine, on obtenait au retour une autre racine, il faudrait qu'il en fût de 
même pour toute la succession des valeurs de y, depuis y, Jusqu'à b; 
or, pour y = b, on revient nécessairement avec la même valeur, puisque 
=a n'est pas un point de ramification pour l’équation 


of (hy Die) ==". 


Considérons maintenant la surface de Riemann correspondant à la 
relation algébrique 


PACE, Vo: z) =od. 


Nous allons tracer sur cette surface un systeme particulier de cou- 
pures, a savoir des arcs de courbe joignant 


(Zi; a a (Za, Lo); (32, Ly) à (33, Ly) +. 


(3x1) yi) à (Zn Lx). 


Toutes les périodes cycliques seront données par des intégrations le 
long de chacune de ces coupures considérées comme lignes doubles, 
ou, mieux, le long de courbes fermées voisines de la coupure et analo- 
gues au contour dont j'ai parlé plus haut. Les périodes correspondant 
aux N — 1 coupures pourront d’ailleurs n'être pas toutes distinetes. 
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Cela dit, nous revenons à l'intégrale, fonction de x, 


Ep dx 
if Mf.” 
dont les périodes ne dépendent pas de y. Or que va devenir lintégrale 
prise le lon quand yi=—.b+ les pomts (z,, x,) et (2,, 7, ) de- 
viennent tous deux égaux à (a, c), et f(x, b, =) va contenir en fac- 
teur x — a; mais, et c'est la une remarque essentielle, P(x, b, z) 
contiendra le même facteur, puisque nous avons établi que 


F0 0) 0) 


Donc le point (x = a, z = c), qui cesse d'être un point de ramifica- 
tion, ne sera pas non plus un pole: l'intégrale le long de C, sera donc 
nulle. : 

Ainsi il est démontré que toutes les périodes cycliques de Vinté- 
grale 

F Par 


My: 


sont nulles. Il en est donc de même de celles de l’intégrale de diffé- 
rentielle totale, comme nous voulions l’établir. 

En résumé, étant donnée une surface algébrique générale, et étant 
considérée une intégrale quelconque de différentielle totale, relative à 
cette surface, cette intégrale (à moins qu'elle ne soit une fonction ra- 
tionnelle de x, y, 3) aura nécessairement des courbes logarithmiques, 
et les périodes polaires correspondant à ces courbes logarithmiques 
seront les seules périodes de l'intégrale. 


II. — Répucrion DES INTEGRALES DE SECONDE ESPÈCE. 


6. Cherchons maintenant à effectuer la réduction de ces intégrales. 
Je prends d’abord une surface dont l'équation ait la forme 


B= f(x, y); 


on supposera, comme il est permis, que dans le polynôme f(x, y) de 
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degré mse trouve un terme en x”, et que f(x, y) nadmette pas de 
facteur carré parfait. 
Soit l'intégrale de différentielle totale 


il Pdz+Qdy 
Vi (æ, 7) 


> et Q étant des polynômes en x et y. La condition d’intégrabilité 


Of ~ Of oP 0Q 
PS Q Later (5 -$) 


peut s’écrire 





Soit k le degré de P et Q en x et y; supposons AZm — 1. 
Si nous considérons l'intégrale (où pour un moment y n'est qu'un 


‘ ib P dx 
Vie, 7) 


nous pouvons retrancher une expression Ca*—"*! (f(x, y) (C ne dé- 
pendant pas de æ), de telle sorte que, dans la différence, P soit rem- 
placé par un polynôme, seulement de degré A — r en x; ilsuffit, pour 
cela, que dans 


parametre ) 


sy ee > : EEE ON 1 jie 0 

P(x, y) — CI (A Eee (ar, ty ) ++ "hae | 
le coefficient de x" disparaisse. Si dans P(x, y) iln’y a pas de terme 
en «", C sera nul; s’il y a un terme en x“ dans P, on aura pour C une 
Pdx+ Qdy 


Vi (æ, y) 


constante, méme par rapport à y. Retranchons alors de f 
la fonction de x et y 


Cah! F(a, y), 


nous avons une intégrale 
f Py dx + Qidy 
1 Sar Se ee 
Vi(2, 7) 


où P, et Q, sont toujours de degré k en x et y, mais P, sera seulement 
de degré k — ren x. Recommencons un raisonnement analogue sik 2 m; 
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PP; dz à 
nous allons de Fe retrancher une expression 
x,y 


Cot" VF (a, Y ) 


de telle sorte que, dans la différence, le numérateur soit seulement de 
degré k — 2 en x. On a, pour cela, à choisir C de manière que, dans 


— CO] (k= mat" f(y) + Eat SE 


0x. 


le terme en x"! disparaisse; C ainsi déterminé sera, en général, un 





x . , P,dz+0O,dy 
polynôme du premier degré en y. Retranchons alors de fl 3 Rea : 
5 VI (ZT; y) 


la fonction de x et y 


Cat PCa Yds 


ites dx + O,dy 


ST (2, f(a, y) 


on aura 





> 


P, et Q, étant toujours de degré k en x et y, mais P, étant seulement 
de degré k — 2 en x. 

im continuant ainsi, on arrivera à une intégrale que nous désigne- 
rons encore par 
/ ) P dx + Q dy 
VS (x, 7) 
dans laquelle P et Q seront au plus de degré À en x et y; mais P sera 
seulement de degré m — 2 par rapport à &. La condition d’intégrabilité 
montre alors que Q sera au plus de degré m — 1 par rapport à x. Nous 
avons donc l’intégrale (1), où 
| JEU A7 deg En Or PE ES RASE any 


ee ER 


LE 


les b et lesa étant des polynômes en y. Nous pourrions partir de cette 
forme et effectuer une réduction analogue, en prenant pour point de 


départ l'intégrale 
{as Qdy 
Vi (2,7) L,Y) 
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mais nous ne gagnerions rien à celte réduction, qui élèverait le degré 
de P et Q par rapport à x. 

Nous ferons donc seulement la réduction qui nous donne l'intégrale 
(1), où P et Q ont la forme (2). La condition d’intégrabilité 


(PT Wie) = en (x) 


va nous donner maintenant un système d'équations différentielles li- 
néaires ordinaires. 

Nous aurons d’abord à chercher si l’on pourra satisfaire à ce système 
en prenant pour 


do; d;, gr) Am-25 be bis RAS | ba 


des polynômes en y. 

J'avais déja obtenu le système d'équations différentielles qui pré- 
cèdent dans mon Mémoire sur les intégrales de différentielles totales 
de seconde espèce. On peut vérifier facilement que les intégrales de ce 
système sont régulières (d’après l'expression de M. Fuchs) dans le voi- 
sinage de tous leurs points critiques. C’est la un point important, car 
ce nest que si toutes les intégrales sont régulières qu’on pourra recon- 
naitre aisément si les équations admettent, comme intégrales particu- 
lières, un système de polynômes. 

Cela posé, admettons que les équations différentielles soient vérifiées 
pour un système de polynômes (a, b); on aura alors l'intégrale 








> 


iE (a Sf He ao EN À +) dx + (bo pred ven) OY, 
Vi (2, y) 


je dis quelle ne se réduira certainement pas a une fonction algébrique. 
Il faudrait, en effet, pour cela que Vintégrale, fonction de x (y étant 
alors un paramètre arbitraire), 





TOR Sa = A 
ae, 


VAE A) 


fit une fonction algébrique de x. Or, si l'intégrale précédente est une 


t 


st 
Or 
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fonction algébrique, elle sera nécessairement de la forme 


Ma) fe, y), 
.A(x) étant un polynôme en x; mais cela est impossible, car la diflé- 
rentielle totale de A(x) Vf (x, y) est 


M(x) fle, 7)+ LA (x) Ÿ 


dx 
VF, 7) 





et le degré du numérateur par rapport à x est au moins m — 1. 

Il ne reste plus maintenant qu'à rechercher si l'intégrale obtenue 
n'a pas de courbe logarithmique. 

Les seules courbes logarithmiques possibles sont à l'infini. Em- 
ployons done les coordonnées homogènes +, y, = et 4; l'équation de la 
surface deviendra 


RTE AN Y, b)s 


pour ¢ = 0, nous avons le système de droites 


f(a, ¥,0)=0. 


Ces m droites peuvent être des courbes logarithmiques de linté- 
grale; nous aurons à écrire ou à vérifier que la période polaire corres- 
pondant à chacune d'elles est nulle. I n’y aura ainsi bien évidemment 
que (mn — 1) conditions à vérifier, car la somme des périodes polaires 
est nécessairement nulle. 

En résumé, nous venons d’étudier les intégrales 


tf P dx + Q dy 
VI (x, 7) 


où P et Q sont des polynômes en x et y, et nous savons reconnaitre si, 
parmi les intégrales de cette forme, 1! y en a de seconde espèce. 


7. Le problème que nous venons de traiter n’est qu'un cas parti- 
culier du problème général de la réduction des intégrales de seconde 
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espèce; prenons maintenant le cas général. Soit donc 


fie dz + Qdy 
a M VF; y? 


(P, Q, M étant des polynômes en x et y) une intégrale quelconque de 
seconde espèce. Nous supposerons, comme il est permis, que dans f 
l’ensemble des termes homogènes du plus haut degré m n’est pas di- 
visible par y. 

Une première réduction, très facile, consiste à ramener, par sous- 
traction d'une fonction algébrique, l'intégrale précédente a la forme 


i) P dx + Q dy 
LCY)VS Ce, ») 


4 (y) étant un polynôme en y. Réduisons donc, autant qu’il est pos- 
sible, une intégrale de cette forme. 

Soit y =a une racine multiple d'ordre a de l'équation y(y)= 0; 
a sera plus grand que un, sinon l’intégrale serait de troisième espèce. 
La condition d'intégrabilité 


[aH] = ane pro) PH 


montre que P(x, y) est divisible par y — a. 

Pourrons-nous remplacer l'intégrale proposée par une intégrale de 
même forme, mais où, à la place de y (y), nous aurons au dénomina- 
teur 


CR) 


af ies 





Retranchons à cet effet de Pintégrale une expression de la forme 


(y — ax 1 





Dans cette différence, le coefficient de dx sous le signe d'intégration 
sera divisible par y — a, puisque P est divisible par y — a; quant au 
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coefficient de dy, il sera divisible par y — a si 
Q (a, y) + (4-1) Ma, y) f(x, y) 


est divisible par y — a; il faut pour cela que 
Q(x, a)+(x —1)À(x, a) f(x, a) = 0; 


donc Q(a, a) doit être divisible par f(x, a). Cette condition sera 
remiplic si 4 n’a que des points simples de rencontre avec la 


fa, y)=0. 


La condition d’intégrabilité donne en effet, en remplaçant P par 
(y — a)P, et faisant y = a, 


— Q(@, a) f(x, a) = 2flw, a) (F — $2 — aP,y,) 


0x 


courbe 


VAN 


4, étant un polynôme en y. 

D'après l'hypothèse f(x, a) et f(a, a) n'auront pas de racine 
commune : done Q(a, a) sera divisible par f(z, a). 

Le polynôme À pourra donc être déterminé, de manière à satisfaire 
à la condition indiquée. En continuant ainsi de proche en proche, on 


arrivera à une intégrale 
if P dx + Q dy 


ou L ; 


ei Ry ey 
FAD ES Se 


On pourra donc, en continuant, faire disparaître du dénominateur 
tous les facteurs (y — a)* correspondant à une droite y = a, qui n’a 
que des points simples de rencontre avec la courbe f(x, y) = 0. 


8. Envisageons donc l'intégrale 


P dx +Q dy 
VY) VF, 7) 
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où Ÿ(y) madmet d’autres racines a, b. ..., /, a un degré d’ailleurs 
quelconque de multiplicité, que celles de l'équation 9 (y) = o résultant 
de l'élimination de x entre 


0,0) = 0 CU —0- 


‘n raisonnant sur cette intégrale con ame- 
En raiso t tte intégral ame au n° 6, nous la rameé 
nerons par des soustractions de fonctions algébriques a la forme 


P 4x Pdr +Qdx, 
e VF(: XL, (x, y) 
où 
P — Ay tua se ne, SERRE 


les À et les B étant ici, non plus des polynômes, mais des fonctions 
rationnelles de y, dont le dénominateur ne peut s’annuler que pour a, 
DETTE 

Nous aurons donc à considérer, comme plus haut, le système d’équa- 
tions différentielles en 


A LR 


donne par la condition d’intégrabilite, et à rechercher si l’on peut satis- 
faire à ces équations en prenant pour les A et B des fonctions ration- 
nelles de y, question qui ne présentera pas de difficulté, puisque les 
intégrales du système sont régulières dans le voisinage de tous les 
points critiques. 

Supposons quil soit possible de satisfaire aux conditions précé- 
dentes. I] faut maintenant reconnaitre si l'intégrale obtenue n’a pas de 
courbe logarithmique. 

Une courbe logarithmique pourrait ètre donnée par les deux équa- 
tions 


yah, Zoe flo, a); 


cette courbe est d’ailleurs irréductible, car on peut supposer qu’on a 
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fait préalablement sur æ et y une substitution linéaire; donc, pour 
y =a (qui correspond à une racine multiple de équation en x), 


l’é pe 
equation 
F (Ly) = 0 


aura des racines simples, outre la racine multiple. Il my aurait d'ex- 
ception que dans le cas où f se composerait de droites passant par un 
même point, cas que l’on peut laisser de côté, car il est très facile de 
étudier directement. 

Je dis que, dans ces conditions @irréductibilité de la courbe 


3? = f(z, a), 


la période polaire est nécessairement nulle. Pour Vévaluer, nous 
avons à considérer Pintégrale 


{ QO dy 
J VI(2, 7) 


en donnant a æ une valeur fixe arbitraire. Cette période aura une 
expression de la forme 

RÉ, a) 

arto te 

VI (2, a) 


R étant rationnel en x et a. Cette période doit être indépendante 
de x. Par conséquent 


Ri: 
SARAH es A, 
VJ(æ, à) 
A étant une constante; par suite, 
4 Ail) 
© — MEN Te 


mais 3, fonction rationnelle de x, est en contradiction avec le fait que 
l'équation 3° = f(x, a) est irréductible. 

Par suite, y = a ne donne pas de courbe logarithmique. 

Il ne reste plus qu'à considérer les mm droites à l'infini; on les étu- 
diera comme au n° 6. 
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9. Examinons maintenant le cas d’une surface quelconque 


f(x, Y,3) = 0. 


La réduction des intégrales de seconde espèce peut être faite encore 
ici par une méthode analogue. J'en ai précédemment indiqué le point 
de départ, mais sans approfondir la question. Soit 


{i P dx + Q dy 


une intégrale quelconque de seconde espèce relative à la surface /: 
l'intégrale 


(27) IC z ) dax, 


où y est un moment considéré comme un paramètre arbitraire, est 
une intégrale de seconde espèce pour la relation algébrique entre x 


Site DE 0. 


sn désignant par p le genre de cette courbe, et désignant par 


peepee Paes pea s )\dæ 
St: J: 


3 © 


et 3, 








2 p intégrales distinctes de seconde espèce, relatives à cette courbe, les 
Q étant des polynômes en x, y, z et de degré 2m — 4 enxetz, on 
peut mettre l'intégrale (2) sous la forme 


a if Rae +...ta [= a + À( ) 
1 | s+... SD ome armen (EYES 
J: | J: 71 JT 
les a étant des fonctions rationnelles de y, et À étant rationnel en x, 
y et z. 


Si donc de (1) on retranche A(x, y, 3), on aura une intégrale 


JR dx + Sdy, 
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où 





R =e a4Qi+- 2 + Ap Qap- 
ie 


Prenant donc pour R une expression de cette forme, les Q pouvant 
être considérés comme connus, j'ai cherché (loc. cit.) à déterminer les 





fonctions @,, Gy, ..., G2, de y, de manière que les périodes de l’inté- 
grale : 
GO; es ap Qap 7, 
7 dx 


+ 


ne dépendent pas de y. 

Je trouve ainsi que les & doivent satisfaire à un certain système E 
d'équations différentielles linéaires, dont les coefficients sont des poly- 
nômes en y. On aura donc à rechercher les systèmes de valeurs de 

Ay, dos ++. Aap 
satisfaisant aux équations (E), et rationnelles en y. 

Considérons un tel système s’il en existe; j'ai établi qu'on pourra 
alors associer à la fonction rationnelle R une fonction rationnelle 
SX, y, z), tele que 

Rdx+Sdy 


soit une différentielle totale exacte. 

La fonction 5 n’est bien évidemment déterminée qu’à une fonction 
rationnelle près de y. Cette remarque, si simple, va être essentielle 
pour la suite. 

Il s’agit, en effet, maintenant de savoir si l’intégrale 


[Rde+ S dy 


a ou non des courbes logarithmiques. 
Les seules courbes logarithmiques a distance finie pourraient être 


données par 
ta; if CORI) zy 10; 


en désignant par a un point singulier du système d’équations différen- 
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ticlles E. La période s’obtiendrait en calculant pour l'intégrale 


fs dy, 


où l’on donne à x une valeur arbitraire, la période polaire relative à 





by 


y =a. Mais, puisque l’on peut ajouter à S un terme de la forme 


on peut supposer que cette période est nulle. Nous pouvons donc sup- 
poser que l'intégrale 


J R dx + Sdy 


n'a pas pour courbes logarithmiques les courbes y = a. 

La seule courbe logarithmique que pourrait avoir l'intégrale précé- 
dente est done la courbe de la surface à l'infini. Mais cette courbe 
peut ici être supposée irréductible; elle ne peut donc être une courbe 
logarithmique, puisque m fois le résidu correspondant doit être nul. 

Nous arrivons donc au théorème suivant : À chaque solution ra- 
tionnelle du système E correspond une intégrale de différentielle 
totale qui wa pas de courbe logarithmique et qui ne se réduit pas à 
une fonction rationnelle des coordonnées. 


10. Nous avons, dans ce qui précède, parlé d’une maniere générale 
’ q >| 5 
des intégrales de seconde espèce. Si l’on veut obtenir les intégrales de 
5 P 5 
première espèce, la question est beaucoup plus facile, car Vintégrale a 
alors nécessairement la forme 





fA ay fi®sy;2)=0 de degré m, 
où B et A sont des polynômes en x, y, z de degrés m= 2 en x, y, 2, 
le premier étant seulement de degré m— 3 en x et z, le second 
de degré m — 3 en y et z. Mais je n'ai rien d’essentiel à ajouter aux 
considéralions générales que j'ai développées dans mon premier Me- 
moire et aux remarques faites ultérieurement à ce sujet par M. Nôther. 
Nous pourrons done dans la suite considérer les deux questions sui- 
vanles comme entièrement traitées : 
1° Recherche des intégrales de première espèce d’une surface ; 
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2° Recherche des intégrales de seconde espéce, non algébriques, 
c'est-à-dire formation des intégrales de seconde espéce linéairement 
indépendantes. 

Ce dernier probléme a précisément fait l’objet du Chapitre actuel. 
L'étude des intégrales de seconde espèce est cependant loin d’être 
épuisée, et nous aurons à revenir sur ce sujet dans le Chapitre suivant 


(Chapitre IT, Section IIT). 


Ill. — INTÉGRALES DE TROISIÈME ESPÈCE. 


44. Nous avons déjà démontré qu’en général, dans une surface 
algébrique, toutes les périodes se réduisaient aux périodes polaires. 
La question à étudier consiste donc à rechercher dans quels cas il y 
aura des périodes autres que les périodes provenant des courbes loga- 
rithmiques; nous ne sommes pas encore en mesure de traiter celte 
question, que nous renvoyons au Chapitre suivant. 

Pour le moment, nous allons nous borner à imiter ce que nous avons 
fait pour les intégrales de seconde espèce, en cherchant à faire autant 
qu'il est possible la réduction d’une intégrale de troisième espèce. 

Nous nous limitons d’ailleurs aux équations de la forme 


a= f(x,y), 


f étant un polynôme qu'une transformation homographique préalable 
ermet de supposer de degré pair. 
5 
Soit donc l'intégrale 





[ P dx + Qdy 

= | 
Ue MV Ce.) 
ou nous avons 


YRE= [A (x, yl" [B(+, y) ay [Ex 21L 


les facteurs A, B, ..., L étant irréductibles et premiers avec f(x, y), 
P et Q étant des polynômes. 
Nous aurons d’abord une suite de réductions faciles, qui nous ont 
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déjà servi dans le cas des intégrales de seconde espèce, et qui ramène- 
ront Pintégrale à la forme | 





fs Pdz+Qdy 1 
il x) A.B... LV f(y), 
les facteurs A, B, ..., L ne figurant plus qu'à la première puissance 
au dénominateur; dans le cas des intégrales de seconde espèce, ils 
disparaissaient dans ce dénominateur, où ne restait plus que le poly- 
nome y (y). 
Le théorème que je veux établir est relatif à la courbe d’interseetion 
des deux surfaces 


D Cr alo: Been la, Vy). 


Laissant y constant, considérons la période polaire de l’intégrale 


{ Pdz 
J x(y)AB...LVf (2,7) 
relative a un point x, racine de A(x, y); cette période sera 


a Pia) 
AB 
k Au: 





B...LY/(2, y) 


et cette expression devra être indépendante de y [x étant toujours tiré 
de A(x,y)—=o, en fonction de y]; c’est donc une constante, soit 
l'unité : on aura, par suite, 


P?_R? f(x,y) 0, 


- A ; 
R étant le polynôme DHL pour les valeurs de x et y satis- 


faisant à 


ALD) 350. 


On en tire une conclusion intéressante : La surface A = 0 coupe la 
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surface proposée, suivant les deux courbes distinctes 


A O, A — oO, 


Ainsi ces polynômes A, B,..., L ne peuvent étre pris arbitrar- 


remeni. 


12. La condition nécessaire trouvée vient compliquer singulière- 
ment la discussion complète des intégrales de troisième espèce. Elle 
peut conduire à des résultats assez singuliers au premier abord, comme 
celui que je vais indiquer. 

Prenons le cas simple de 


ih Pdr + Qdy 
oe AZ) Vf(æ, y) 


la condition d’intégrabilité sera 
ra) 








, ere = OPQ) ont AAT. 
(1) A [1 dy Sgz | 2/ (TX, Y) É dy dy Fr LV Ox ig dy. 
On peut se donner arbitrairement A(z, y); et l’on peut certainement 
satisfaire a cette équation en prenant pour P et Q des polynômes en wc 
et y; il suffit de prendre ces polynômes d’un degré suffisamment 
élevé. Mais, si A(æ, y) ne remplit pas la condition nécessaire, qui vient 


d’être indiquée, 
Ar, V0 


ne pourra pas donner une courbe logarithmique; 1l arrivera nécessai- 
rement que P et Q seront divisibles par A. 

La question inverse se pose d'elle-même. Comment doit être choisi 
A(x, v) pour que l’on puisse trouver des polynômes P et Q satisfai- 
sant à l'équation (1), et qui ne soient pas divisibles par A. 

Un cas simple serait celui où A(æ, y) = M? — N°f(x, y), car il est 
évident alors que l'expression log Mavi répond a la question. 

+NV/f 
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Pour le cas général, remarquons qu'on peut réduire l'intégrale 


f Pdx + Qdy 
sr 

J''A(x, y)V (a; y) 

en abaissant le degré des numérateurs P et Q. 

Soient ile désréde Pet O, et-ale desre de A (x, mi) 

Désignons par pet g l’ensemble des termes homogènes en & et y de 
degré k dans P et Q, et par a(x, y) l’ensemble des termes homogènes 
de degré a dans A. 

En prenant dans la condition d’intégrabilité l’ensemble des termes 
homogènes de plus haut degré, nous aurons évidemment 


(2) a( pS —q5t)=2 p(x n[e(E- st) +955 PS 
dy dx ! Ox Ox Oy 
o(,y) désignant l’ensemble des termes homogènes de degré m 
dans ©; nous supposerons seulement que les m directions asympto- 
tiques de f(x,y) = o sont distinctes, ce qu’on a pu réaliser à Vavance, 
par une transformation homographique de la surface z? = f(a, y). 
Cette équation (2) peut s’écrire 


eo — mag — 2x| «(Te — SL) ste ee ra te 
Ox | Oy dx Ox 

à va 

| 


Stk ty Bs al OP 07 Pa: da 

dy D VA dy ox Daa 
Or la condition d’intégrabilité (1) HE puisque À et f sont pre- 
AAG er tals oA DE Aa BA 
miers entre eux, que Q Sea sai, est divisible par A : donc g appl aeh 


est divisible par a; par suite, on peut diviser par a l'identité précé- 
dente. On aura done 


(mp — yu) © 7 + (— mg — x ee SE —0: 
On peut, par suite, écrire 
NOTE EU 09 
iret oh Dre 


he ih O° 
FRE TES NE Tr 
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u.et À étant des polynômes homogènes en æ et y, le premier de degré 
k —1 et le second de degré k — m +1; substituons ces valeurs de p 
et g dans l'équation (2). 

On aura alors 
au.(m 3k—3+ 20) 


4 (3-35) n| St 56 — 52 5 
1 Ldy Ox = 0x dy |’ 


dy 0x dxdoy 
qui permet d’exprimer y en fonction de A, si l’on n’a pas 
m+2a—=2k +. 
En portant dans l'intégrale 
pdx + qdy 
ip a(x,y)V o(x;y) 


la valeur de uw, on voit que cette intégrale est égale à 





2m+ha AV ¢ 
DO 7 = OL 


Supposons d’abord que a(x,y) n'ait que des facteurs simples, il 
faudra que À soit divisible par a, car les seuls infinis de l'intégrale ne 
pourraient être que logarithmiques. Il s’ensuit que p et g étaient divi- 
sibles par a. 

Cela posé, soit 


ag À, 
À, étant un polynôme homogène en x et y. 


De l'intégrale 
f Pdz + Qdy 
A(æz,Y)VI(&, 7) 


TUS VU), 


DRÉEOUN 


retranchons 
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la différence sera 





“Pda + Qidy 
/ A(a,y) Vf 


P, et Q, étant seulement de degré & — 1. Ona donc pu diminuer d’une 
unité le degré des polynômes qui figurent au numérateur; on conti- 
nuera ainsi la réduction tant que l’on n’aura pas 


2k—m+2a— 2, 


circonstance qui se présentera, car nous pouvons supposer m pair (en 
ayant, comme il a été dit, effectué d’abord une transformation homo- 
graphique sur x et y). 

Nous remarquerons que, pour 


k=m'+a—1, 
on aura nécessairement dans les expressions de p et q 
NAT; 
car A doit étre divisible par a; or le degré de A est égal a 
k—2m+i1=ax—m. 
À ne peut donc être divisible par a, donc 
k —="0: 


c'est cette propriété qui est la base de la forme invariante de l’inté- 

grale pour k = m’ — à + 1, quand on fait sur x et y une transformation 

homographique. | 
On arrive donc à la conclusion suivante : Dans l’intégrale 


Pda + Qdy 
A(z, y)Vf (2,7) 





sia est le degré de A, on peut supposer que le degré de P et Q est 
égal à 
M +a—i, (m = 2m’). 
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Cette proposition conduit à une conséquence intéressante : les 
surfaces 


z= f(x,y) 


se classeront d’après le degré minimum «, que Von peut donner à A 
pour avoir une intégrale de la forme précédente. 

Il est manifeste que, si « est un tel nombre, P et Q seront premiers 
avec À, sinon à ne serait pas le degré minimum. De plus, il y aura tou- 
Jours certainement un degré minimum, car « sera au plus égal à 2m’, 
puisqu'on répondra aux conditions en prenant 


A(x,y)=M— f(x, y), 


M étant un polynôme arbitraire de degré m’. On a en effet, dans ce cas, 


M— 7 
log an, 
M+Vf 
qui répond à la question. 
Le minimum « pourra donc être trouvé par une suite de taton- 
nements. 


15. Il a été supposé dans la réduction du paragraphe précédent 
que a (x,y) n'avait que des facteurs simples. Il n’y a là aucune diffi- 
culté pour la généralité des remarques qui précèdent. 

Reprenons, en effet, l'intégrale 





f P dx + Qdy 
J Alay) VS (ay) 

P et Q étant de degré k supérieur à m’+ « — 1. Effectuons sur x et y 
une substitution homographique quelconque : 


az + byy'+ ¢ a,x’ + byy' + Cy 
= > ———— = —___+_—_ ; 
az’ + by'+c , axz'+by'+c 
elsoient 
ie re EC) 
Ly) = (ax'+ by'+ cp? 


cf B(z',y') 
MB) = ear bye 
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et Von aura 








[ Pdx + Q dy = f P,dz'+Q;dy' 
5 A(x,yY)Vf(&, y) B(x';y)(azx'+ by'+c)V/ F(z’, y’) 


et dans B(a’, y’) les directions asymptotiques seront distinctes. On ré- 
duira d’abord le facteur (ax + by'+ c)*, qui disparaitra même com- 
pletement, car la surface 


= F(a',y’) 
n'est pas coupée, suivant deux courbes distinctes, par 
ax + by'+ c = 0. 
On ramène donc l'intégrale a 
uf P, dx'+ Q, dy’ 
a 
B(a', y')V F(a’, y') 
P, et Q, étant de degré m’+ «—t. Il n’y a plus alors qu’à revenir 
aux variables x et y, et l’on a la réduction cherchée. 





—— 0 <a 


CHAPITRE IL. 


SUR LES CYCLES DANS LES SURFACES ALGEBRIQUES. 


J) Suntan TRANSFORMATION DES CYCLES DUNE SURFACE DE RIEMANN 
DEPENDANT D'UN PARAMETRE ARBITRAIRE. 


1. Considérons l'équation 


f(2,7,3)= 0 


(f étant un polynôme), comme représentant une certaine courbe ou 
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surface de Riemann entre x et 3; la lettre y représente un paramètre. 
Quand y varie, la surface de Riemann se déforme. 

Soit, pour y arbitraire, p le genre de la surface; nous pourrons tra- 
cer sur elle 2p cycles indépendants; c’est de la transformation de ces 
cycles, quand y varie, que nous allons nous occuper. Deux cycles seront 
considérés comme identiques, quand on pourra passer de l’un à l’autre 
par une déformation continue de la surface. Nous devons naturellement 
nous demander quel est le nombre des cycles distincts. Nous nous 
trouvons avoir répondu par avance à cette question pour le cas d’une 
relation algébrique arbitraire entre x, y et 3; il résulte en effet aisé- 
ment du théorème démontré dans le premier Chapitre que, si l'équation 
f est la plus générale de son degré, tout cycle se ramènera à un seul 
cycle. 

Mais nous allons reprendre ce théorème fondamental, en présentant 
la démonstration de manière à pouvoir aborder ensuite l'étude des cas 
spéciaux qui forment le point capital de cette théorie. Soit 


F(x,y,2)d. 
© Eater 


une intégrale abélienne de seconde espèce relative a la courbe f, 
F(x,y,2) désignant un polynôme en x, y, z. 

Les périodes de l'intégrale (1) sont des fonctions de y, et nous avons 
déjà dit qu’elles satisfaisaient à une équation différentielle linéaire, dont 
les coefficients sont rationnels en y. Désignons par (E) cette équation ; 
son ordre sera égal à 2p [on suppose que l'intégrale (1) est prise arbi- 
trairement; car, pour certaines intégrales, il pourrait y avoir réduction 
dans l’ordre de E]. | 

De plus, dans l'hypothèse où f(x, y, z) est un polynôme général de 
son degré, cette équation sera irréductible, c’est-à-dire qu'aucune de 
ses intégrales ne satisfera à une équation linéaire d'ordre moindre et à 
coefficients rationnels en y. 

* Les points critiques de l’équation linéaire sont faciles à trouver ; éli- 


mine-t-on 3 entre 


(Nowe se 0; PUP Vs) = 0} 
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on aura une relation entre x et y, 
P(x,y)= 0. 


Les valeurs de y, pour lesquelles deux racines de la fonction x de y 
définie par l'équation précédente deviendront égales, feront connaître 
les points singuliers de l'équation (E). 

L’équation (E) a toutes ses intégrales régulières; de plus, pour 
chaque point critique, les racines de l'équation fondamentale détermi- 
nante sont des racines de l’unité. Nous avons supposé que f était un 
polynôme arbitraire, mais nous n’allons avoir qu’à retenir une consé- 
quence de ce fait, à savoir que l'équation E est irréductible, et nous 
allons montrer que, quand l'équation E est irréductible, tous les cycles 
se ramèneront à un seul. 

Prenons en effet une valeur arbitraire de y et considérons les eycles 
donnant les 2p périodes de l'intégrale (1). Soit pris un de ces cycles, 
el w, la période correspondante ; en faisant décrire à y tous les chemins 


possibles, nous reviendrons au point de départ avec 2 p déterminations 
linéairement indépendantes 
I 


Sie ni Bes oy EAS 
ces 2p valeurs sont 2p périodes distinctes de l'intégrale (1); de plus, Q 
désignant la période correspondant à un cycle quelconque, on aura 


MOEN, O74, 0, p = 0, 


les m étant des entiers, c’est-à-dire que Q se ramène au cycle ,. 
Cela posé, suivons pendant la variation de y, en même temps que 
la variation de la valeur de la période, la déformation continue du cycle 
correspondant; nous arriverons ainsi à 2p cycles, et inversement tous 
ces cycles se réduiront à l’un d’entre eux. Il est donc établi que, dans 


le cas où Véquation E est irréductible, tous les cycles se réduisent à 
un seul. 


2. Les considérations précédentes indiquent la marche à suivre pour 
faire dans tous les cas l’étude de la transformation des cycles. 
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Reprenons l'équation (E) qui va jouer un rôle essentiel dans ce qui 
suit. 

En partant pour une valeur arbitraire y, de y d'une période o,, et 
décrivant tous les chemins possibles, supposons qu’on n’obtienne seu- 
lement que 4 périodes distinctes 


Din Us; a Mos 


et des combinaisons linéaires à coefficients commensurables de ces g 
périodes. Soit w', une période distincte des précédentes | et qui par suite 
ne peut être non plus une combinaison linéaire à coefficients constants 
de ces précédentes, car alors l'équation (E) serait d’ordre inférieur à 
2p |, et supposons qu’on obtienne avec elle par différents chemins 


Wi, Wy, eee Wo’) 


et des combinaisons linéaires à coefficients commensurables de ces g 
périodes. Si nous n’avons pas encore épuisé les 2p périodes, on conti- 
nuera de la même manière, et, en résumé, les périodes se trouveront 
partagées en un certain nombre de groupes distincts. 

Le nombre de ces groupes sera le nombre des cycles distincts de 
la surface de Riemann f. 


5. Cherchons à interpréter la distinction précédente en groupes de 
cycles. Tout d’abord les périodes arithmétiquement distinctes sont li- 
néairement indépendantes, puisque nous supposons, comme il est per- 
mis, et comme nous l’avons dit plus haut, que l’ordre de l'équation est 
égal à 2p. Les g périodes du premier groupe 


o,, Wy, ow W¢ 


satisferont à une équation linéaire d'ordre g à coefficients rationnels; 
l'équation (E) sera réductible. 

Pareillement nous aurons pour Jes w’ une équation linéaire d’ordre 

FL 

g',etainsi de suite; par conséquent, à chaque groupe de cycles corres- 
pond une équation linéaire irréductible. 

Nous pouvons approfondir davantage cette réduction. On peut sup- 
poser que l’on part d’une période absolument arbitraire ©, ; on arrive 
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‘ ' Q , pus 4 ‘ ! 
alors à une équation linéaire d'ordre g. Ce nombre g est caracté- 
ristique pour l'équation différentielle (E); en prenant ensuite pour w, 
une période absolument arbitraire (sauf qu’elle est arithmétiquement 
distincte de &,, &,, ..., @,), ce sera encore une équation de degré g 


que l’on obtiendra; donc tous les nombres 


! 
PRIE 
sont égaux. Le nombre g est un diviseur de 2p, et le nombre des 
fe ; , 2p 
cycles distincts est égal à LE 
[4 


D'après ce qui a été dit plus haut, g est en général égal à 2p. Com- 
ment pourra-t-on toujours le déterminer? 
On commencera par déterminer le groupe de l’équation linéaire (E). 
Soit | 
LS I SOS QU, 


un système de périodes normales (pour fixer les idées) de l’intégrale 
initiale. À 

Le groupe de l’équation est formé de substitutions linéaires, relatives 
à Uy, Us, ..., Us, Substitutions à coefficients entiers, et dont le déter- 
minant est égal à l’unité. Prenant dans le plan des y un point arbi- 
traire O (non singulier pour l'équation différentielle ), et le joignant aux 
divers points singuliers A,, A,, ..., Ay de l'équation différentielle, 
nons obtenons ainsi dans le plan des y un système de coupures. En 
suivant la transformation des périodes, nous pourrons déterminer la 
substitution linéaire relative à 


LISTES EEE» Up 


correspondant à chacune des coupures. Le calcul pourra être laborieux, 
mais ne présente pas de difficultés théoriques que l’on puisse regarder 
comme insurmontables. Il reviendra à l'étude des variations des racines 
de l’équation 


P(x,y)=0, 


autour de leurs-points critiques, et des cycles correspondants. 
Soient donc supposées connues ces substitutions fondamentales de 
l'équation linéaire; elles sont à coefficients entiers. 
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Formons une combinaison linéaire 
Uy = au, + Qglty +... + AzpUlay, 


les a élant des entiers quelconques. 

Désignons par U,, U,, ..., U, les valeurs des U,, quand on a effec- 
tué sur les & les N substitutions fondamentales du groupe de Péquation 
linéaire. Soit g un nombre inférieur a 2p. Parmi les N expressions 


an Le cr) UE 


il n’y ena pas bien évidemment plus de 2p linéairement indépendantes, 
mais écrivons qu'il y en a seulement g; nous obtiendrons ainsi 


2 ON 


équalions de condition entre les coefficients des substitutions fonda- 
mentales. 

Si toutes ces conditions sont satisfaites, quels que soient les entiers 
a, ce que l’on pourra vérifier puisque les substitutions fondamentales 
sont connues, on sera certain que U, satisfera à une équation linéaire 
d'ordre g. 

Nous avons dit que g doit être un diviseur de 2p; pour faire les vé- 
rifications précédentes, nous prendrons done successivement pour g les 
différents diviseurs de 2p. On commencera par g = 1, et le plus petit 
diviseur, pour lequel seront vérifiées les conditions, sera le nombre 
cherché. 

L’équation linéaire primitivement considérée se trouve donc rem- 
placée par un certain nombre d'équations linéaires d'ordre moindre. 
Nous désignerons d’une manière générale, dans la suite, ces équations 
sous le nom d'équations (I). 


II. — Sur LES CYCLES LINÉAIRES DES SURFACES ALGEBRIQUES. 


4. La définition des cycles linéaires se généralise d'elle-même quand 
on passe d’une courbe à une surface algébrique. Approfondissons un 
peu cette notion des cycles d’une surface algébrique. 


Journ. de Math. (4° série), tome V. — Fasc. Il, 1889. de 
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Etant donnée une relation algébrique 


J(t,Y;3)=0 


entre trois variables complexes x, y, 3, un cycle linéaire de cette re- 
lation ou de cette surface algébrique se définira de la manière suivante. 
Un cycle linéaire sera une suite continue fermée à une dimension 
de valeurs (x, y, z); deux cycles sont à considérer comme identiques, 
quand on peut passer de l’un à l’autre par une déformation continue. 

Si, dans l'équation f(x, y, 3) = 0, on laisse y constant, les cycles 
de la courbe algébrique entre x et z sont des cycles pour notre surface, 
et réciproquement tout cycle de la surface peut, par une déformation 
continue, être regardé comme une somme de cycles correspondant à 
ces courbes. Soit en effet conçu un cycle quelconque, et posons 


TL +ix", yay + ty’; 


nous pourrons d'abord, par une déformation continue, ramener le cycle 
à être contenu dans un espace 


PMECONSt; 


puis alors, dans l'espace à trois dimensions (x', x”, y’), ramener le 
cycle dans un plan 7’ = const. Ceci suppose seulement qu'il n’y ait pas 
de lignes de singularité correspondant à y — const., ce qu’on peut 
toujours éviler par une transformation préalable de coordonnées. 





5. Les cycles de la surface se partageront done tout d’abord en un 
certain nombre n de cycles distincts comme ceux de la courbe 
f(x, y,3) =o. Mais nous avons maintenant à considérer, parmi les 
cycles distincts de la courbe précédente, ceux qui sont susceptibles de 
devenir infiniment petits. 

Considérons un point singulier b de l'équation (E), et soient x = a, 
= =c les valeurs correspondantes de x et z. Quand y est voisin de b, 
un certain nombre de cycles de la courbe f peuvent devenir infiniment 
petits. Admettons, pour un moment, que nous ayons déterminé, 
parmi ces cycles, ceux qui, relativement à la surface algébrique, 
équivalent à un cycle nul, c'est-à-dire se ramènent à un cycle réduit à 
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un point quand (x, y, 5) reste dans le voisinage de (a, b, ¢). Je dé- 
signe ces cycles par 
a th ems Ds MR en 6) 

et nous opérerons de même pour tous les points singuliers. 

Ces cycles y sont bien des cycles distincts pour la courbe algébrique 
f entre x et 3, quand on donne à y une valeur fixe; mais, relative- 
ment à la surface algébrique f(x, y, 3) = o, ils ne doivent pas être 
considérés comme des cycles. Nous aurons done à chercher combien, 
parmi l’ensemble des cycles y, correspondant à tous les points singu- 
hers, il y en a de distincts relativement à la courbe f se déformant 
avec y; sin’ désigne ce nombre, le nombre des cycles réellement dis- 
lincts et différents de zéro de la surface f(x, y, 3) — o sera 


RU —) he. 


La recherche du nombre 7’ se fera, sans difficulté théorique tout au 
moins, au moyen des équations linéaires (I); nous n’avons pas à nous 
arrêter sur ce point. Mais nous avons rencontré une question préa- 
lable, à savoir l'étude des cycles infiniment petits de la surface dans le 
voisinage d’un point (a, b, c), dont il nous faut parler maintenant. 

Un cas très simple, et qui d’ailleurs se présentera toujours, est celui 
où (a, b, c) serait un point simple de la surface, pour lequel on aura, 
par conséquent, 


Ca, b,c) am ped. Die) = 0} mais, (asbic) 4 0: 


Pour y voisin de b, on a deux points singuliers de la courbe 
f(x,y, 3) = 0 qui tendent à se confondre en x =a. On a là un cycle 
infiniment petit pour cette courbe; pour la surface / ce cycle est un 
eycle y, c’est-à-dire qu’il se ramène à un cycle point. La chose est évi- 
dente, puisque le point (a, b, c) est un point simple de la surface. 

Passons à un cas plus complexe, et supposons que (a, b, c) soit un 
point multiple isolé de la surface. La question que nous voulons traiter 
serait évidemment résolue, si nous connaissions les cycles infiniment 
petits de la surface autour du point (a, b, c), cycles distincts et ne se 
réduisant pas à un cycle nul. Peut-être ce simple énoncé paraitra-t-il 
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singulier; mais il ne faut pas perdre de vue que, dans la théorie ac- 
tuelle, un cycle infiniment petit peut être bien différent d’un cycle se 
réduisant à un point. Supposons, par exemple, une surface ayant un 
point multiple d'ordre g, et soit, en faisant a =b=c= 0, 


l'équation du cône des tangentes en ce point multiple. En écartant des 
circonstances exceptionnelles, tout cycle infiniment petit de la surface 
autour de l’origine se raménera à la limite, si on le fait se rapprocher 
indéfiniment de ce point, à un cycle relatif à la courbe algébrique, re- 
présentée en coordonnées homogènes par l’équation 


O(a, eo ==). 


Le nombre des cycles infiniment petits distincts sera done ici égal a 
2p, en désignant par p le genre de cette courbe. 

Dans tous les cas, on peut employer des considérations analogues ; 
car nous Wavons qu'à faire usage de considérations analogues à celles 
qu'emploie M. Neether quand il veut étudier une intégrale de première 
espèce dans le voisinage d'un point singulier (Math. Annalen, 
t. XXIX, p. 362). A un tel point le savant auteur fait dans tous les 
cas correspondre une certaine courbe S, et le genre de cette courbe 
nous donnera le nombre des cycles infiniment petits distincts ne se ré- 
duisant pas à un point. Si la surface a des lignes multiples [que nous 
pouvons, par une transformation préalable, supposer des lignes multi- 
ples ordinaires (gewohnliche)|, nous aurons à examiner le cas où 
(a, b, ©) est sur une ligne multiple. Cet examen est facile, car, par un 
simple changement préalable d’axes de coordonnées, on peut admettre 
que le point (a, b, e) à étudier est un point pour lequel les plans tan- 
vents aux différentes nappes de la surface sont distinets, et nous 


sommes ramenés alors au cas du point simple GF 





(1) Théoriquement, toute cette discussion se trouve, pour ainsi dire, suppri- 
mée, si l'on s’appuie sur la remarque faite par M. Nether, que toute surface 
correspond point par point à une surface n'ayant que des lignes doubles avec des 
points triples à tangentes distinctes. 
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6. Qu'arrive-t-1l, d’après ce qui précède, quand la surface est la plus 
générale de son degré. Ona vu que dans ce cas les cycles de la courbe f 
entre æ el 3 se réduisent à un seul; on peut d’ailleurs supposer que ce 
cycle est un cycle infiniment petit dans le voisinage d’un point simple, 
c’est-à-dire un cycle nul. Donc, dans ce cas, il wy a pas de cycle 
linéaire effectif pour la sur face. 

Il n'est pas difficile d'indiquer des surfaces particulières, pour les- 
quelles le nombre des cycles distincts ne sera pas nul. Ainsi, si une 
surface a une intégrale de première espèce, il est manifeste que le 
nombre de ces cycles est au moins égal à deux. 

Prenons, en particulier, une surface dont les coordonnées Ss expri- 
ment par des fonctions uniformes quadruplement périodiques de deux 
paramètres wet, de telle manière qu’à un point arbitraire de la sur- 
face ne corresponde qu’un seul système de valeurs de w ete, abstrac- 
tion faite de multiples des périodes. Une telle surface aura évidemment 
quatre cycles distincts. 

Soit encore une surface de la nature de celles qui ont été étudiées 
au premier Chapitre, c’est-à-dire pour lesquelles on à 


CT RC, B, a’, B), ata R, (4, 8, a’, B’), a Ki, (4, B, a, 2), 


les R ctant rationnelles en «, 8 et («’, B’) avec o(a, 8) =0, dx, B’)=0, 
et telles qu’à un point (x, y, =) corresponde un seulsystème de valeurs 
de (a, 8) et (a’, B’). Si la courbe 9 est de genre p, la courbe Ÿ de 
genre p’, le nombre des cycles linéaires distincts de la surface sera égal 
AD + 2p. 


7. Cette notion du nombre des cycles distincts se ramène à une 
question de Géométrie de situation (analysis situs, comme disait 
Riemann); c’est ce qu'il est aisé de montrer et de diverses manières. 

Mais auparavant il est indispensable de rappeler rapidement la défi- 
nition des divers ordres de connexité dans la Géométrie à x dimen- 
sions. 

Nous considérons un continuum fermé à à n dimensions, par 
exemple, pour fixer les idées, une surface fermée a n dimensions dans 
un espace à 2 +1 dimensions. 

Un ou plusieurs espaces fermés à m dimensions consutucront le 
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contour d’un espace à (7 + 1) dimensions, contenu dans à, quand, par 
ces espaces à m dimensions, on pourra faire passer un espace fermé à 
(m +1) dimensions, dont ils limiteront une partie. Ceci posé, si lon 
peut imaginer dans à un nombre p,, d’espaces fermés à m dimensions, 
qui ne puissent pas constituer le contour d'un espace fermé à m-+ 1 
dimensions contenu dans à, mais tels que tout autre espace fermé à m 
dimensions puisse constituer avec une partie d’entre eux ou avec tous 
le contour d’un espace fermé à (m +1) dimensions contenu dans 6, 
on dit que le domaine 6 aune connexion de m°"° eSpèce Pn+ 1. 
Pour un domaine fermé ¢, les différents nombres p,, pour les 
diverses valeurs de m, s'associent deux à deux, et l'on démontre que 


Pin = Pn-m e 


Si donc il s’agit, comme dans ce qui suit, d’un espace fermé à quatre 
dimensions, on aura à considérer les deux nombres p, et p, correspon- 
dant aux connexités de première et de seconde espèce. 

Ces notions générales rappelées, revenons à l'équation 


PRE, ys 3) ==). 
Posons 
L = o(u, ), 


y= 6); 


5 el Ÿ étant, par exemple, des fonctions hyperfuchsiennes de wu et ¢, 
ayant un certain polyédre fondamental, et telles qu’a une valeur arbi- 
traire de æ el y ne corresponde dans ce polyèdre qu’un seul système de 
valeurs de & et 6. 

La fonction z ne sera pas une fonction uniforme de wu et de ¢; elle 
aura m valeurs pour chaque valeur de wu et ¢. Mais nous pouvons ima- 
einer que le polyèdre se recouvre lui-même m fois, de telle sorte que 
nous aurons un nouveau domaine, que je désigne par D, et tel qu’à 
chaque point de ce domaine ne corresponde qu’un système (x, y, =). 
Ce domaine D peut encore être considéré comme un certain polyèdre ; 
il est limité par des faces qui se correspondent deux à deux, et sur 
deux faces correspondantes les points se correspondent deux à deux. 
En considérant alors comme confondus les points homologues de deux 
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faces correspondantes, on peut envisager le polyèdre D comme un 
domaine fermé et lui appliquer les notions précédentes relauves à la 
connexité. Nous aurons donc les deux membres p, et p, relatifs à D et 
c'est le premier qui nous intéresse en ce moment. 

Reprenons maintenant les n” cycles distincts étudiés au paragraphe 
précédent ; à chacun de ces cycles correspondra‘dans D, envisagé 
comme un domaine fermé, une courbe fermée, et par ces courbes 
fermées on ne pourra pas faire passer un espace fermé à deux dimensions 
dont elles limiteront une partie; car, s’il en était ainsi, ces courbes fer- 
mées et, par suite, les cycles se ramèneraient à un moindre nombre, 
c'est-à-dire qu'ils ne seraient pas distincts. Réciproquement, consi- 
dérons une autre courbe fermée I quelconque dans le domaine D; elle 
pourra être considérée comme limitant, avec les courbes fermées précé- 
dentes, une portion d’un espace fermé à deux dimensions. En effet, à la 
courbe lcorrespond un certain cycle I’ que l’on peut ramener par une 
déformation à l’espace à deux dimensions y = const., sur laquelle sont 
tracés les n” cycles distincts; mais I” limite avec les #” cycles ou une 
partie d’entre eux une certaine portion de surface; en remontant au 





domaine D, notre assertion est donc justifiée. 

Il en résulte que le nombre des cycles distincts est égal au 
nombre p, relatif au domaine VD. 

Ainsi se trouve rattachée à une notion de géométrie de situation 
cette question du nombre des cycles distincts. 

Notre attention se trouve en même temps portée sur le second 
nombre p,, relatif à la connexité de deuxième espèce : nous y revien- 
drons dans un autre paragraphe. 


8. La maniere dont nous avons fait correspondre la surface 


Pis) =o 


à un certain espace fermé a quatre dimensions nest bien évidemment 
pas la seule façon de procéder. On peut, par exemple, opérer encore 
comme il suit. La relation 


[(2,Y, =) =0 


revient a deux relations entre six quantités réelles, ou a une seule rela- 


182 E. PICARD. 


üon-algébrique entre cinq quantités réelles. On peut sur ces cing 
quantités opérer une transformation rationnelle réversible, de telle 
sorle que, di, Los ..., &,; désignant les cinq nouvelles variables, 
celles-ci restent toujours finies, et que, par suite, la relation algébrique 
correspondante 

| GR AUS) E— 0 


représente, dans un espace à cinq dimensions, une surface fermée à 
quatre dimensions. 

Ces représentations sont excellentes pour fixer nos conceptions; 
mais, au point de vue pratique, nous sommes sur un terrain plus so- 
lide quand nous rattachons cette théorie, comme nous l'avons essayé, 
à une question de réductibilité d’une équation différentielle linéaire. 


IL: — Propositions GÉNÉRALES SUR LES INTEGRALES DE SECONDE 
ET TROISIEME ESPECE. 


9. Nous allons pouvoir compléter maintenant notre étude sur les 
intégrales de seconde et de troisième espèce. La surface de Riemann 
entre zw etZ 


FR, Y,3)=0 


a joué un rôle important dans la discussion de ces intégrales. A l’aide 
des notions que nous venons d'acquérir sur la transformation des cycles 
de cette surface, cherchons à nous rendre compte à quelles conditions 
une surface algébrique peut avoir une intégrale de seconde espèce. 
Reprenons, à cet effet, la marche suivie dans le premier Chapitre. On 
part de 2p intégrales de seconde espèce de la courbe entre x et3, f = 0. 
Soient 








[ F, (2, ¥,2)dz foes z)dæ fp F,( 2. Y UT 
; SLA UE el Larne de, ee 
e re e Se 


fz : 
nous avons cherché si l’on pouvait déterminer @,, &,, ..., &,,rationnel- 
lement en y, de telle sorte que les périodes de 


F, dx F, dx "Fe, a: 
a, a +a, f= Si lorena { m2 4 
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ne dépendissent pas de y. Or les périodes se partagent en g catégories ; 


prenons l’une de ces catégories, et soient 


ee 1 2 q 
(1) D Perse ie site, poster yO 


g déterminations, correspondant a la mème valeur de y, et linéaire- 
ment indépendantes de la période w;; pareillement 


! i 2 q 
\ wo, O35 .. 5; 
(2) ce MR MONET 
1 2 q 
| Wop) Wop) arenes sp 


pour les autres intégrales. On aura 


1 1 { 
/ 2,0, + GO, +... + A,pO,, = À 





9 9 2 
(E) GO, + a,), +... + do,,, = a, 
= 


: HAS 22,008 PHASE eee he oe iy 
| ER 40 OY = © 
\ ele} 2042 Le 2 Di) a te 
2 étant une constante. Faisons décrire maintenant à y un chemin arbi- 
traire, revenant au point de départ: on aura pour la suite (1) et cha- 
cune des suites (2) une même transformation linéaire, soit 
MO, + MO. 4: + MOT, RO HU I+... +, ..., 
Lo + twit... +10. 
Donc les relations (E) deviendront 
a(m,+ Mat... + My)= 4%, 
a(n, PT +...+n, )= a, 


Si donc la période « n’est pas nulle, on aura 


(Pitt... + met, 
(C) PORTO OT COM ICR cust 1S tel elles 2 0 ) 
{4 +h tb... +t, =I. 
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Toutes les substitutions du groupe devront donc satisfaire à ces re- 
lations. 

Ainsi nous trouvons une série de nouvelles conditions relative- 
ment aux groupes de chacune des équations linéaires que vérifient les 
périodes. Si d’ailleurs ces groupes satisfont tous à ces conditions, on 


. 3) Te . 4 
voit que les oe équations analogues a (E), en mettant dans les seconds 


membres, pour chaque systeme, une constante arbitraire, nous don- 


neront pour 
Ay, Ga, +++, Gap 


des fonctions ayant une seule détermination, et, par suite, puisqu'il 
n'y a dans toute cette question que des équations linéaires a intégrales 
régulières, les a seront des fonctions rationnelles de y. Nous faisons 
donc ainsi, sous une autre forme, la recherche des conditions pour que 
les a puissent être déterminées en fonctions rationnelles de y, et nous 
voyons que le nombre des constantes arbitraires figurant dans ces 
fractions rationnelles sera égal au nombre des cycles distincts, pour 
lesquels le groupe correspondant satisfera aux conditions indiquées par 
les équations (C). 

Ce nombre représentera en même temps le nombre des périodes des 
intégrales correspondantes; or il a été vu que ces intégrales sont de 
seconde espèce. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 


Le nombre des intégrales distinctes de seconde espèce est égal au 
nombre de leurs périodes. 


On se rappelle ce que nous avons dit précédemment sur ce qu’on 
doit entendre par intégrales distinctes de seconde espèce : ce sont des 
intégrales dont aucune combinaison linéaire ne se réduit à zéro ou à 
une fonction rationnelle de x, y et z. 


9. Nous pouvons maintenant compléter ce que nous avons à dire sur 
les intégrales de troisième espèce. Nous avons établi qu’en général ces 
intégrales n'avaient d’autres périodes que les périodes polaires ; le pro- 
bleme qui se présente naturellement est donc le suivant : rechercher 
sil y a des intégrales de troisième espèce possédant des périodes autres 
que les périodes polaires. 
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Supposons done qu'il y ait une intégrale de troisième espèce, 


Î P dx + Qdy, 


possédant un certain nombre de périodes autres que les périodes po- 
laires. Considérons l'intégrale 


(1) [ Pde 


relative à 


J (£,¥)5)=9, 


où, comme dans tout ce qui a précédé, y figure comme paramètre. 
Cette intégrale possede un certain nombre de périodes polaires et cy- 
cliques. J’envisage les périodes cycliques; en faisant varier y, les 
cycles se déformeront, pouvant d’ailleurs traverser des points singu- 
liers logarithmiques, qui donneront des périodes polaires. Supposons, 
comme plus haut, que le cycle considéré corresponde à une certaine 
équation linéaire (E) de notre théorie générale, et soient encore 


{ 2 q 
Og Se i a EC 


les g cycles fondamentaux correspondant a cette équation linéaire. En 
désignant par les mémes lettres les valeurs de l'intégrale (1) le long de 
ces cycles, nous aurons évidemment 


désignant une certaine constante, puisque ces périodes ne dépendent 
pas de.y. Faisons maintenant décrire à y un chemin arbitraire reve- 
nant au point de départ, les cycles se sont transformés; mais ici les 
premiers membres ne se transforment pas seulement, comme dans le 
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cas des intégrales de seconde espèce, en 


MO + MO +... + MOT, 


Ny WM, + No D, +... + y 07, 


L WO, +4, Of +...+4, wfs 


car il peut s'ajouter des périodes polaires provenant des pôles de P qui 
ont pu être traversés par les cycles pendant leur déformation. 

Nous aurons donc, en désignant par II les périodes polaires, et 
par À 01, tT) o5~ désentiers, 


(m,+m+...+m,)a + AIT = 0, 


(nm, + +... +n,)a+Xull=a, 


(4, +t, ++ )a+ itl =a. 


Mais nous supposons que « est une période distincte des périodes 
solaires I]; par conséquent, il faudra que 
I 5 , 


Mile y 1, 


RATER RSS CT, 


Nous allons déduire de là un résultat intéressant. 

Si les substitutions correspondant à la transformation des cycles se 
rattachant à une même équation linéaire (E) ne satisfont pas aux rela- 
tions précédentes, la période cyclique donnée par ces cycles se réduit 
à des périodes polaires (ou elle est nulle, ce qui revient au même). Les 
équations (E) pour lesquelles ces relations sont vérifiées peuvent donc 
seules donner des périodes cycliques qui soient distinctes des périodes 
polaires; mais il existe alors des intégrales de seconde espèce, puisque 
les relations dont nous parlons expriment les conditions nécessaires et 
suffisantes pour l'existence des intégrales de seconde espèce, et le 
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nombre des périodes de notre intégrale de troisiéme espéce, distinctes 
des périodes polaires, sera précisément égal au nombre des intégrales 
distinctes de seconde espèce. 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 


Il n'y a d’intégrales de troisième espèce avec des périodes autres 
que les périodes polaires que dans le cas où il y a des intégrales de 
seconde espèce, et alors le nombre des périodes autres que les pé- 
riodes polaires pour une intégrale arbitraire de troisième espèce est 
égal au nombre des intégrales distinctes de seconde espèce. 


Ainsi se trouve rattachée, par cette proposition, la théorie des inté- 
grales de troisième espèce à celle des intégrales de seconde espèce. 


10. Nous avons jusqu'ici toujours entendu par intégrales de seconde 
espèce ces intégrales telles qu’elles ont été définies au début du pre- 
mier Chapitre de ce Mémoire. On a supposé dans cette définition que 
l'intégrale ne devenait pas infinie en certains points tsolés; ily a là une 
lacune qu'il est nécessaire de combler. 

Il est bien évident d’abord qu'une intégrale de différentielle totale 
ne peut pas devenir infinie, en un point simple de la surface, qui 
ne soit pas sur une de ces courbes que nous avons appelées loga- 
rithmiques. 

Une intégrale pourrait-elle devenir infinie en certains points isolés 
d’une courbe multiple de la surface, tout en restant finie pour tout 
autre point de Ë, et en supposant de plus, bien entendu, que ces points 
isolés ne se trouvent pas à l’intersection de la courbe E et d’une courbe 
logarithmique? Il est aisé de voir que la chose est impossible, en se re- 
portant à un théorème que j'ai donné dans le cas particulier des courbes 
doubles et quia été démontré dans toute sa généralité par M. Noether 
(Mémoire déjà cité sur les différentielles totales, Math. Annalen, 
t. XXIX, p. 363). L'intégrale étant mise sous la forme 


Ady —Bdx 1 
ES Ik (a. 3) 10) 


restera finie le long d’une courbe & de F (quand N ne s’annule pas), 
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si les polynômes B et A sont des polynômes adjoints à F (adjungirt) 
le long de X. Or ici, puisque Vintégrale reste, par hypothèse, finie pour 
tout point de X, à l'exception des points isolés supposés, A et B sont 
nécessairement des polynômes adjoints à F le long de >: l'intégrale 
restera donc finie pour tout point de Ÿ qui n'est pas sur une courbe 
logarithmique. 

Nous n'avons done à nous préoccuper que des points multiples 
isolés de la surface. Deux cas, @ priori, peuvent se présenter. En un 
tel point A l’intégrale peut devenir infinie, quand (a, ¥y, z) se rap- 
proche de A dans une direction arbitraire, ou bien elle ne deviendra 
infinie que pour certaines directions spéciales. 

Examinons d’abord le premier cas. Nous transformerons la surface 
par une transformation rationnelle admettant A comme point fonda- 
mental; a ce point correspondra dans la surface transformée une cer- 
laine courbe multiple le long de laquelle l'intégrale sera infinie. Nous 
nous trouvons alors ramené au cas envisagé dans notre définition pri- 
mitive, qui se trouve ainsi complétée. 

Passons à la seconde hypothèse. Nous emploierons la même trans- 
formation rationnelle, et nous aurons une courbe multiple, en certains 
points seulement de laquelle l'intégrale transformée deviendra infinie. 
Ceci, nous venons de le voir, est impossible, à moins qu'une courbe 
logarithmique ne rencontre la ligne multiple, et il y aura, par suite, 
des courbes logarithmiques passant par le point multiple isolé A. Pour 
chacune de ces courbes logarithmiques, la période polaire corres- 
pondante devra être nulle, si l'intégrale envisagée est de seconde 
espèce. 

La définition des intégrales de seconde espèce se trouve ainsi com- 
plétée. Mais une question se présente maintenant tout de suite. Les 
théorèmes établis aux paragraphes précédents subsistent-ils sans modi- 
fications? La réponse est affirmative. 

Prenons, par exemple, celui qui concerne les intégrales de seconde 
espèce. Nous avons trouvé une intégrale renfermant un certain nombre 
de constantes arbitraires &, ces constantes représentant précisément 
les périodes de l’intégrale. 

Sil y a un point multiple isolé, il pourrait amener, après la trans- 
formation, certaines périodes polaires. Les périodes de lintégrale 
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transformée sont toujours les quantités «; une période provenant d’une 
courbe logarithmique sera une somme de multiples des «. Par suite, 
les relations supplémentaires, qui doivent exprimer que notre intégrale 
est de seconde espéce, sont de la forme 


DNL ==.0; 


les m étant des entiers. Le nombre des constantes arbitraires se trouve 
donc diminué absolument de la même manière que le nombre des 
périodes (les m étant des entiers). Le théorème subsiste donc com- 
plètement. 


Sur les cycles à deux dimensions dans les surfaces algébriques. 


44. Nous avons dans la deuxième Section de ce Chapitre considéré 
un certain domaine D auquel nous avons fait correspondre uniformé- 
ment les points de la surface. Ce domaine D est un domaine fermé, et 
nous avons étudié avec quelques détails le nombre p, relatif à la con- 
nexité du premier ordre, et démontré notamment ce résultat, au pre- 
mier abord singulier, que le nombre p, est en général égal à zéro. Que 
pouvons-nous dire du nombre p, relatif à la connexité du second ordre? 
Quoique nous n’ayons pas fait l'étude bien complète de cette question 
difficile, les considérations qui vont suivre permettront tout au moins 
d'entrer quelque peu dans le sujet. 

Les domaines fermés à deux dimensions, contenus dans D et servant 
à la définition de p, (en supposant que p, ne soit pas nul), nous con- 
duisent à la notion des surfaces cycliques ou cycles à deux dimen- 
sions d'une surface algébrique. Une surface cyclique peut être définie 
un continuum fermé à deux dimensions, tel que toute courbe fermée 
a une dimension tracée sur lui soit un cycle linéaire de la surface. 

Nous pouvons concevoir de la manière suivante la génération d’une 
surface cyclique. Soit sur cette surface un cycle linéaire correspondant 
à une certaine valeur constante de y(y=y,); faisons maintenant 
varier y de telle façon qu’à cette suite continue de valeurs de y corres- 
ponde une succession continue de cycles linéaires sur la surface 
cyclique. Revenons enfin au point de départ y,, après avoir ainsi 
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décrit toute la surface cyclique avec le cycle linéaire mobile; quand 
> reviendra en yo, nous reviendrons au cycle linéaire primitif. On voit 
sous cette forme que la question des cycles à deux dimensions est inti- 
mement liée à celle de la transformation des cycles linéaires en eux- 
memes. 

Or nous avons étudié la transformation des cycles de la relation 
eDITeSTIELE 


I (4, Y,3)=0, 


quand on fait varier y a l’aide d’une certaine équation différentielle 
linéaire E; nous allons encore avoir à en faire usage. 
Soient de nouveau l’intégrale de seconde espèce 





foe Rae) ar 


déjà plusieurs fois considérée, et l'équation (I) correspondante. 
Désignons par &,, &,, ..., &,, un système de périodes normales, et 
soient 


M, ©, + MW, +... + MiP Wop, 


MW, + MZ Wy He. + MS Wop, 


ms 0, + m 


2p 


» 


2p 


Dot... + My, Oops 


2p 
les m élant des entiers, une substitution quelconque du groupe de 
l'équation (E). Si l'équation caractéristique de la substitution admet 
pour racine l'unité, c'est-à-dire si 


Mi—1 M; NT D 

mi Uf te ok CA ON 71 
E 7 7" O, 
i 2 2p ag 

Mm,» Ms» ean a 


il y aura une certaine combinaison linéaire à coefficients entiers, 


Q = M,w,+ M,w,+...+M,,o»,, 
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c'est-à-dire une certaine période que la substitution considérée ne 
transformera pas. A cette période correspond un cycle linéaire et à la 
substitution linéaire un déplacement du cycle correspondant à la varia- 
tion de y qui donne la substitution; de cette manière se trouve engen- 
drée une surface cyclique. 


12. La première question qui se présente est de savoir s’il y a en 
général des cycles effectifs à deux dimensions, c’est-à-dire si le 
nombre p, a en général une valeur différente de zéro. Nous allons 
montrer que ce nombre p, existe en général, et que c’est par suite 
dans les cycles à deux dimensions d’une surface qu'il faut cher- 
cher la généralisation des cycles d’une courbe algébrique. 

Il sera utile pour notre objet, et en même temps intéressant en soi, 
de considérer simultanément, avec les surfaces cycliques, les intégrales 
doubles de première espèce 


N (A Se ae gag), 


e 3 





attachées a la surface. Comme on le sait, Q(x, y, 3) est un polynôme 
adjoint d'ordre m — 4 de la surface fde degré m. 

Reportons-nous, d’autre part, au Mémoire fondamental de M. Poin- 
caré (Acta mathematica, 9), où se trouve développée la notion ca- 
pitale d’intégrale double étendue à un contour fermé à deux dimen- 
sions, et démontré ce théorème essentiel, analogue au théorème de 
Cauchy, que cette intégrale double ne varie pas quand on déforme le 
contour fermé, sans traverser de singularité de l’élément de l’inté- 
grale. 

Considérons donc une surface cyclique et la valeur de l'intégrale (1) 
prise sur cette surface cyclique; existera-t-il certainement des surfaces 
cycliques pour lesquelles la valeur de cette intégrale sera différente de 
zéro ? 

La surface cyclique étant supposée engendrée comme il a été dit au 
paragraphe précédent, la valeur de l’intégrale sera 


[Qay, 
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Q étant la période qui reprend la même valeur quand y décrit un che- 
min fermé convenable, et l'intégrale précédente étant prise le long de 
ce chemin. On peut remarquer de suite que, si le chemin décrit par y 
ne comprend à son intérieur qu’un seul point singulier de léquation 
linéaire (E), l'intégrale sera nulle; en effet, Q sera dans ce cas uniforme 
dans les environs de ce point singulier; celui-ci ne pourra être un pôle 
pour Q, car alors l'intégrale double ne serait pas de première espèce, 
et alors, Q étant holomorphe à l’intérieur du contour d'intégration, 
l'intégrale sera nulle. 

Nous voulons montrer que, la surface f étant une surface arbitraire 
de degré m, il y a des intégrales du type précédent qui ne sont pas 
nulles. 

Tout d’abord la chose se voit de suite pour certaines surfaces parti- 
culières. Prenons, par exemple, la surface 


2 —=(x —ad,)...(@ —a,)(y—),)...(y—be); 


on a l'intégrale double de première espèce 


{{F dy 


et, en désignant par w une période de l’intégrale 


Af dx Ase: 
Vg aban. (à). 


if “4 


ww’ représentera manifestement une période différente de zéro de l’in- 
tégrale double. 











Cela posé, effectuons une transformation homographique quel- 
conque sur la surface précédente pour que les axes n’aient plus une po- 
sition spéciale par rapport à la surface; soit alors 


J(x,7,3)=0 
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son équation : elle sera de degré m= «a + $ et n'aura pas de lignes 
multiples. 

Concevons alors l'équation linéaire, que nous désignons par E, rela- 
tive aux cycles de la relation algébrique entre x et 3, f =o. Parmi les 
contours fermés dans le plan de la variable y, ramenant le même cycle 
et engendrant par suite une surface cyclique, il y en aura certainement 
pour lesquels l'intégrale 


f Qdy 
ne sera pas nulle. 
Prenons maintenant une surface arbitraire de degré m, 


HELA Ve EST 


et concevons l’équation linéaire (en y) correspondante (E’). Le 
groupe de l’équation E est un sous-groupe dans le groupe de Péqua- 
tion IX’, car on peut passer de l'équation E’ à l'équation (E) en faisant 
varier certains coefficients d’une manière continue, et les points singu- 
liers de l’équation (E) sont les limites des points singuliers de lPéqua- 
tion E’, plusieurs de ceux-ci pouvant être confondus en un seul. 
D'autre part, on peut envisager une intégrale double de première es- 
pèce de la surface F, qui se transformera, par la variation continue 
des mêmes coefficients, en une intégrale double de première espèce de 
la surface f. A une certaine substitution linéaire du groupe de (E) cor- 
respond une intégrale Q de cette équation, que la substitution laisse 
invariable; pareillement pour l'équation (E) on aura une intégrale Q’ 
jouissant de la même propriété, et puisque 


fe dy 


n’est pas nulle, ilen sera nécessairement de même pour l’expression 


uh Q'dy, 


dont la précédente n’est qu’une valeur particulière pour des valeurs 
spéciales de certains coefficients ou paramètres. 
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On peut, au premier abord, se demander comment il se fait qu'un 
raisonnement du même genre ne soit pas applicable aux cycles 
linéaires; d’où l’on conclurait qu'il existe en général des cycles linéaires 
effectifs, proposition complètement fausse, comme nous l’avons vu 
précédemment. La raison en est facile à saisir : c’est la présence des 
singularités de la surface qui amène la réductibilité d’une équation 
différentielle linéaire en général irréductible. Pour les cycles à deux 
dimensions, au contraire, la présence des singularités ne peut que 
diminuer le nombre des substitutions susceptibles de correspondre à 
un tel cycle. 


15. Je me bornerai à introduire ainsi cette notion des cycles à deux 
dimensions d’une surface algébrique. Quant à la recherche précise du 
nombre de ces cycles, c'est une question que je n'ai pas encore entiè- 
rement élucidée; je la laisserai de côté, en me réservant d’y revenir. 

Indiquons seulement comment on pourrait encore procéder pour 
obtenir des surfaces cycliques. Soient 


CM ERG i Y=Y +iy", z:—/7 tee 


14 


Concevons que l’on prenne pour x", ay’, y”, 2", 2" desmomenons 
rationnelles réelles de quatre variables réelles u,, u,, u, et u,, ne de- 
venant infinies pour aucune valeur réelle de ces variables. En substi- 
tuant dans f(x, y, z) =o ces valeurs de x, y et z, nous aurons deux 
équations 

(OAT, a tilse ly). SS 0, 

EU NS EU) =O. 


! 


Ces deux équations définiront des surfaces fermées à deux dimen- 
sions : ces surfaces seront des surfaces cycliques. 

Examinons, pour donner un exemple, un cas particulier bien simple. 
Considérons une surface pour laquelle les coordonnées a, y, z s’ex- 
priment uniformément par des fonctions quadruplement périodiques 
de deux paramètres & et ¢, et désignons par 


Gy Ae PO CROP | 


! ! ! 


(5 NE NAME NI Lo, | 
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les quatre couples de périodes correspondantes. Il n’y a dans ce cas 
qu’une seule intégrale de première espèce, et l’on peut écrire 


[SELS = f du do; 


u = w, U + w, V, e = @" U + w, V, 





posons 


Pintégrale deviendra 
(w,w, — 0,0) f f dU dV, 


et nous aurons une période en étendant l'intégrale précédente à un 
continuum fermé à deux dimensions, contenu dans le prismatoïde des 
périodes; or nous obtiendrons un tel continuum en faisant varier U et 
V de zéro à l'unité; car, pour U et V, le tableau des deux premières 
périodes est 








On en conclut que les expressions w;w,— w,0;(t, k —1, 2, 3,4) 
sont les périodes de l’intégrale double de première espèce attachée à 
la surface considérée. 


V. = DicRrEssion SUR LES FONCTIONS DE TROIS VARIABLES COMPLEXES. 


14. Je terminerai ce Chapitre en faisant quelques remarques sur les 
fonctions de trois variables complexes. Quand on passe du domaine de 
deux variables complexes à celui de trois variables, on peut de deux 
manières différentes étendre les notions relatives aux intégrales mul- 
tiples. 

Nous pouvons, en premier lieu, considérer Vintégrale double 


(1) | [ [ Adyds + Bd: de + Cdudy 


(où A, B, C sont des fonctions analytiques de x, y et 2), étendue à une 
certaine surface à deux dimensions; le sens de cette intégrale se dé- 
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termine en suivant la même voie que M. Poincaré dans le Mémoire cité 
plus haut. La condition pour que le théorème de Cauchy s’étende à 
une telle intégrale, c’est-a-dire pour que cette intégrale étendue a une 
surface fermée soit nulle quand on peut, par une déformation continue, 
réduire cette surface à un point sans rencontrer de valeurs de x, y, = 
pour lesquelles A, B, C cessent d’être continues, est ici, comme dans le 
cas des quantités réelles, 


ad, OB, 00 
dy Dr 


in supposant vérifiée cette condition, qu’on peut appeler d’inté- 
grabilité, et dans le cas où A, B, C sont des fonctions rationnelles de 
x, Y, 3, nous allons chercher quels seront les résidus de cette inté- 
grale double, c'est-à-dire les diverses valeurs de cette intégrale prise 
sur une surface fermée à deux dimensions. Nous allons d’ailleurs nous 
borner au cas où l’on aurait 


) 


el. wees) ars 
A= ) B=} C=¢ 


P, Q, R, S étant des polynémes en x, y, z, le dernier étant supposé 
irréductible. La condition d’intégrabilité s’écrira alors 





| as oS. oP . 40. oR 
(2) Er Er RE =S (SE + + 5s + 5): 


Supposons d’abord que nous laissions à x une valeur constante, 
d’ailleurs arbitraire; notre intégrale double se réduit alors à 


{fr LM, ES) P(x, y, 2) dy dz dz 
Ste yey 
Prenons alors, dans le domaine des deux variables complexes y et 3, 


les résidus de cette intégrale double. Ceux-ci seront, d'après M. Poin- 
caré, les périodes de l’intégrale abélienne ordinaire 


: Bay 


« QE 
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relative à la relation algébrique entre y et z, 


vas 2) — 0: 


Dans tout ceci, x figure comme un paramètre d’ailleurs arbitraire. 
Mais les résidus de l'intégrale double (1), si la condition d’intégrabilité 
est remplie, doivent être des constantes; il faut donc que les Re 
de l’intégrale (3) ne dépendent pas de x. Il est essentiel de le vérifier, 
et cette vérification va précisément nous ramener à certain ordre 
d'idées qui a joué un rôle important dans le premier Chapitre. 

La relation (2), en effet, n’est pas nouvelle pour nous; elle joue un 
rôle fondamental dans l'étude des intégrales de différentielles totales 
relatives aux surfaces algébriques. Je dis que l’intégrale 


= 
ae 


est une intégrale de différentielle totale relative à la surface algé- 
brique-S(x, yaa 0. 
I] faut donc montrer, comme conséquence de l'identité (2), que 


ats) 2s) 


oy Ox 





==: O, 


æ, y et z étant liés par la relation S(x, y, z) = o. 
En développant l'égalité précédente, on a 


(SS.- S2;)$:— Q(S:,8,—S:. 


Os "9 4 
HAUT PRIE ging’ 
ts ic S, — Os S;) De 7), GSB ies 3315,) Ges 


Nous pouvons remplacer PS,-+- QS, par — RS; d’après Viden- 


tité (2). 


Nous avons alors S; en facteur, et la relation à vérifier devient 


2 


A ; dP, 0Q\_ gg 00 _ 
— (QS,,+ PS + RS) +8,(5 + D) 8.5; — 8,55 = 0. 
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Or différentions maintenant l'identité (2) par rapport à z, et fai- 
sons dans le résultat S = 0, nous aurons précisément la relation pré- 
cédente. 

Nous avons ainsi vérifié que les périodes de l'intégrale (3) ne dépen- 
dent pas de x, puisque ces périodes sont des périodes de l'intégrale de 


différentielle totale 
f P dy — Q dx 
>, S" 


Donc les périodes de cette intégrale simple seront des résidus de 
l'intégrale double (1). Réciproquement, d’ailleurs, tout résidu de (1) 
sera une période de lintégrale précédente, car tout résidu peut tou- 
jours se ramener à l’intégrale prise le long d’une sorte de tore enve- 
loppant un cycle linéaire de la surface algébrique S(x, y, 3) =o. 

On voit que l’étude des intégrales de la forme (1), quand A, B, C 
sont des fonctions rationnelles, se rattache étroitement a la théorie des 
surfaces algébriques. 

15. Il va en être de même pour la seconde catégorie d’intégrales 
multiples que l’on peut encore considérer. Envisageons maintenant 
l’intégrale triple 


(1) ÈS 


P et Q étant des polynômes en x, y, 3; la définition de cette inté- 
orale, étendue à un continuum à trois dimensions, se, fait toujours 
d’après les mêmes principes. Nous n’avons ici aucune condition d’inté- 
grabilité; cette intégrale, étendue à un continuum fermé, est nulle, 
quand ce continuum peut se réduire à un point sans rencontrer de 
systèmes de valeurs x, y, z, pour lesquelles D s’annule. 

Cherchons quels sont les résidus de cette intégrale, c’est-à-dire les 
diverses valeurs qu'elle prend, quand on l’étend a un continuum fermé 
quelconque à trois dimensions. 

Donnons d’abord à x et à y des valeurs fixes, et considérons une 
racine de l’équation en z 


Q(x, y, 3) — 0. 
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Le résidu ordinaire correspondant de Vintégrale simple 


"P dz 
14 Ae, 
sera manifestement : 
P 


Nous avons done maintenant à considérer l'intégrale double 


(2) { [= 


Quel devra être le champ de lintégration? Cette intégrale double 
devra être étendue à un continuum fermé de points analytiques 
(x, y, 5) ou, en d’autres termes, d’après nos définitions précédentes, 
à un cycle à deux dimensions, de la surface Q. 

Nous en concluons que les résidus de l'intégrale triple (1) sont les 
périodes de l’intégrale double (2), cette intégrale double étant relative 
a la surface algébrique Q(x, y, z) =o. 


CHAPITRE UD. 


TRANSFORMATION DES SURFACES EN ELLES-MEMES. 


I. — THÉORÈME SUR LA TRANSFORMATION DES SURFACES. 


41. M. Schwarz a montré que les courbes du genre zéro et du genre 
un sont les seules qui puissent être transformées en elles-mêmes par une 
substitution birationnelle renfermant un paramètre arbitraire. Le théo- 
rème de l’éminent géomètre de Gottingen peut être établi de la ma- 
nière suivante. 

Soit 

f(x; y)=0 
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to 
© 
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l'équation de la courbe que transforme en elle-même la substitution 
birationnelle 


(1) (c= R CAL Vo), 


be R,(4,x, y), 


où nous mettons en évidence le paramètre ¢, dont R et R, seront des 
fonctions analytiques, d’ailleurs quelconques. Nous pouvons d’ailleurs 
supposer, comme l'indique M. Schwarz, que, pour une valeur particu- 
here ¢ = ¢, du paramètre ¢, la substitution précédente se réduit a 
TX! — x, y = Jy: 

Cela posé, supposons que la courbe soit de genre p, et considérons 
les intégrales de première espèce 


JPneare. Jr. eal frere, 


l'élément 
QO, (2', y') do! 
Sy É 


quand on remplacera x’ et y’ par les valeurs (1) en x et y, prendra la 
forme 





AN RER" A, QE 
amas ARE ae 


puisque une intégrale de première espèce doit nécessairement après la 
transformation rester encore une intégrale de première espèce. Ecri- 
vons donc 


D a avila aes, O(a) dx A, Q,(z,7) STE na à Qp(2,y) de 


Jr Jy Jy * ty 





Les coefficients A pourraient être des fonctions du paramètre {, mais 
nous allons précisément montrer qu'ils n'en dépendent pas. On le 
verra tout de suite par la considération des périodes; donnons en effet 
à ¢ une valeur arbitraire, mais fixe, et faisons décrire un cycle au 
point (x,y), auquel correspondent pour les p intégrales envisagées les 
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périodes 


DD TRANS 


le point (x, y’) décrira aussi un cycle, et soit w la période correspon- 
dante; on aura donc 


@, =A,o,+ A,w,+...+A,,, 


faisant décrire à (x, y), (p — 1) autres cycles, nous obtiendrons p — 1 
autres relations de cette forme, et, comme on peut toujours supposer 
les p cycles tellement choisis que le déterminant des coefficients A,, 
A,,...A,, dans ces p relations, soit différent de zéro, on voit que les 
quantités A se trouvent complètement déterminées par des relations où 
ne figure pas le parametre ¢: elles sont donc indépendantes de ce para- 
mètre. 
De plus, nous avons dit que, pour {=1{,,on a 


Rhee à / 
MEL 3 da 4€ 
on aura donc 
Ant, Ayer at VO} 
et il reste par suite 
Ora ian" fo I) ate 


= 2 
I y x 
dans l'hypothèse et l’on aurait p > 1, on aura, par les mêmes raisonne- 


ments, 
QO.(2', y dx" !_ Q:(x, y)dzx. 
hy DR fs 
de la nous concluons immédiatement, en divisant, 


Q, (x, a) a Or y). 


Q:z',7') Qala, y)? 
or une telle égalité est impossible, car elle établit entre les deux points . 
analytiques (x, y) et (x', y’) une relation où ne figure pas de para- 
mètre arbitraire. Le théorème est donc démontré. 


Remarque. — Le point capital dans la démonstration consiste à faire 
voir que les coefficients A ne dépendent pas de £ : c’est ce que nous 
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avons montré en considérant les périodes. On peut y parvenir par une 
autre voie. 
Reprenons la substitution 


2 = Rey); VY = R, (x, y), 


les coefficients figurant dans les fonctions rationnelles R(x, y) et 
R,(æ, y) sont, avons-nous supposé, des fonctions d’un paramètre ; 
mais, d'autre part, ces coefficients seront nécessairement des fonctions 
algébriques d’un ou de plusieurs d’entre eux restant arbitraires ; dési- 
gnons ceux-ci par la lettre 0. Dans ces conditions, reprenons la relation 


Oe AT A 


i QO, (2,9) dx Me Hé A < Ot T ; y) dx 


=A 5 43 
AUOT EN fs TE 


> 

les A vont alors étre des fonctions algébriques des quantités 4. Or je 
dis que ces fonctions doivent étre des constantes. Ecrivons en effet la 
relation précédente sous la forme 


a ase she oe tae | A 1} QE J)dz 


1 : P 
As y Lo; Yo To Yo ts Y 





enr 
%0,Y0 


(4,,Y,) Correspondant a (æ,,Y,). Cela posé, laissons (x,y) fixe ainsi 
que (2, Ya); le second membre va être une fonction algébrique des 
0; si cette fonction ne se réduit pas à une constante, elle deviendra 
infinie pour certaines valeurs des 0; or cela est impossible, car le pre- 
mier membre est une intégrale de première espèce, et de plus, x’ et y’ 
étant aussi des fonctions algébriques des 0, le point analytique (a’, y’) 
ne décrit pas une infinité de cycles avant d’arriver aux limites de l’inté- 
gration correspondant a des valeurs de 9 qui rendraient infini le second 
membre. L'expression 


A, f "Sen oo avr “4 + A, [7e y) dx 


ne dépend done pas de 4; c’est donc une orale fixe de première 
espèce, attachée à la courbe 


SX, y)= 0; 
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par suite, les coefficients A,,A,,..., A, doivent eux-mêmes séparé- 
ment ètre indépendants de 4; ce qui nous donne de nouveau le résultat 
annoncé. 


2. Proposition analogue relative aux surfaces algébriques. — 
Nous allons maintenant faire connaître, pour les surfaces algébriques, 
une proposition analogue à celle que M. Schwarz a donnée pour les 
courbes planes. 

Voici le nouveau théorème que nous nous proposons d'établir : 


St une surface peut étre transformée en elle-même par une sub- 
stitution birationnelle renfermant deux paramètres arbitraires, la 
surface sera du genre zéro ou du genre un. 


Le genre dont il est question dans cet énoncé est celui que M. Ne- 
ther appelle Flachengeschlecht, et il importe de préciser ce qu'on doit 
entendre ici par transformation avec deux paramètres arbitraires; ces 
deux paramètres devront figurer de telle manière dans la transforma- 
tion qu’à un point de la surface corresponde, par la transformation et 
en faisant varier les paramètres, non pas une courbe, mais bien un 
point arbitraire de la surface. 

La démonstration du théorème énoncé sera bien facile, après ce que 
nous venons de dire pour les courbes algébriques. Nous allons en effet 
suivre entièrement le même mode de démonstration; la surface étant 
supposée de genre p, considérons les p intégrales doubles de première 
espèce attachées à la surface 


{f> (2, LEE, f QUE 7, 4)d2 ay 
ee ; 
I: 


en désignant par ee = 0 l'équation de la surface de degré m, 
et les Q étant des polynômes d’ordre m — 4. Kcrivons les équations de 
la transformation birationnelle 








Hit. 2); 


YH=R(40, 2, 7,5), 
Ease, Ly Vy); 


en mettant en évidence les deux paramètres { el 4 
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L’élement 
O(a, ¥',2') da! dy’ 
1 “3 
Ja 


quand on remplacera x’, y et z’ par leur valeur en x, y, z, prendra la 
forme 


Q1(z, ¥, 2) dxdy Ne Q. (2, y, 3) dx dy #4 PA On (2, val ae dy 


ie 2 re ee P É 
puisque une intégrale double de première espèce doit nécessairement, 
après la transformation, rester encore une intégrale de première 
espèce. Ecrivons donc 








A, 


Q(x, y', 2) dz dy: rn Q, (ny 2) da dy fe Er Q,(@..¥%, 4) ez 4dr 
Le , I: 4 J'= 





y 





les coefficients À pouvant être des fonctions des paramètres £ et /’; mais 
nous allons montrer qu’ils n’en dépendent pas. Le premier mode de 
transformation employé plus haut pourrait être encore employé ici, 
mais il faudrait faire intervenir les périodes de l'intégrale double; la 
seconde voie n’exigera au contraire aucune modification pour ainsi dire 
dans la suite des raisonnements. 

Reprenons en effet la substitution 


RO Tee DR NEA 2), 3 = Ro (ae 


les coefficients figurant dans les fonctions rationnelles R, R, et R, 
seront nécessairement des fonctions algébriques de deux ou plusieurs 
entre eux restant arbitraires, que nous désignerons encore par la 
lettre 0. Écrivons, d’autre part, la relation précédente sous la forme 


J: x',Y¥') 3 dx" dy’ © PYQi(x, y, s) dx dy 
eal. "Ort rat ) =Af f Q,( rae hit 
J Y z ; 31 


Ay [J 10,1% DRE. 


LAN Te 











Cela posé, laissons (x, y, 3) fixe ainsi que (29, y, 39); le second 
membre va être une fonction algébrique des 4; si cette fonction ne se 
réduit pas a une constante, elle deviendra infinie pour certaines valeurs 
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des 0; or cela est impossible, car le premier membre est une intégrale 
double de première espèce. On conclut, comme précédemment, que les 
coefficients A ne dépendent pas des paramètres. 

On peut supposer la transformation telle que, pour certaines valeurs 
non singulières des paramètres £ et d’, soit 4 — 4, l'—1,, la transfor- 
mation se réduise à 


On voit que, dans ce cas, on aura 
AGT, ee et a pO. 
Nous pouvons donc écrire 


De) dr dy". — QOile, y,2)dxedy. 
Te se te 1 








si l'on a p 1, on aura pareillement 


OpGr 2 )dz' dy' i> Q,(x, y, 3) dx dy 


Se Ss! 


et des deux égalités précédentes on conclut 





Oey ys z') LA Q:(x, ey 3) 
Q.(2"', eS aa) Q(x, Né z) 





I 


égalité impossible, car pour une valeur fixe du point (x, y, 3) corres- 
pondrait pour (x, y’, 3’) une courbe sur la surface. 

La surface ne peut donc être d’un genre supérieur à l’untté, ce 
qui est précisément le théorème énoncé. 


Il. — SURFACES DE GENRE SUPÉRIEUR A UN ADMETTANT UN FAISCEAU 
DE TRANSFORMATIONS. 


5. Nous avons supposé qu’il y avait au moins deux paramètres arbi- 
traires dans la transformation considérée; l'examen du cas où il y aurait 
seulement un paramètre arbitraire conduit à des conclusions bien dif- 
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férentes. En supposant P superieur a l'unité, on pourra encore rai- 
sonner comme plus haut et écrire 


OMe Ke 3") _! Qi(æ, y; 5) vy Ys 3), 
te Yess) ne Osta 2)” 


mais nous ne pouvons plus conclure de cette égalité que p ne peut sur- 
passer unite. 

Il est même bien facile de voir que, dans une surface susceptible 
d’être transformée en elle-même par une transformation birationnelle 
renfermant un seul paramètre arbitraire, le nombre p peut être quel- 
conque. Considérons, en effet, une surface dont les coordonnées soient 
fonctions rationnelles de quatre paramètres À, 4, À’, u’, 


De ROUEN"), 
y=R OA, pu, NU), 
2 R, (À, br; XN, pe), 





les deux paramètres A et pv. étant liés par la relation algébrique 


(1) TN u) apy) 


etles deux paramètres À’ et x’ par une seconde relation algébrique 
(Br) BGR = 0; 


et supposons de plus, ce qu'il est évidemment possible de réaliser, qu’à 
un point arbitraire de la surface ne correspondent qu’un seul sys- 
tème de valeurs (A, p.) et un seul système de valeurs (À, x). 

Supposons la relation algébrique (2) de genre p supérieur à l'unité, 
et la relation (1) de genre un. Dans ces conditions, la courbe f pouvant 
être transformée en elle-même par une substitution birationnelle ren- 
fermant un paramètre arbitraire, il en sera évidemment de même de la 
surface proposée. 

Quel sera le genre de cette surface? Il est aisé de voir qu'il est égal 
au genre p de la relation (2). Soient, en effet, 


[SG pa 
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{SiO ANR EN SAC, wl) dX 


les intégrales de première espèce correspondant aux courbes / et F. 
Jenvisage l'intégrale double 


| Bias USM, BY AKAN, 


qui a évidemment la forme 


f{ fP@», By Ray 


P étant une fonction rationnelle de x, y, z; cette intégrale sera une 
intégrale double de première espèce attachée à la surface. En faisant 
varier ¢ de 1 à p, on obtient ainsi p intégrales doubles linéairement 
indépendantes, et par suite le genre de la surface est au moins égal à p. 
I] est aisé de montrer qu'il est précisément égal à p; toute intégrale 
double sera en effet de la forme 


f {20 u, N,w)dhdN'; 


SAC | 1 = 9 ’ 4 Ae ’ 
supposons-la de première espèce; il sera d’abord nécessaire que l’inté- 
grale simple 


fea, Uy A, pu) dx, 


et vw’ élant considérés comme des constantes, soit une intégrale de 
première espèce pour la courbe 


FO be) = 0; 
DOS bb Y= MS(A, 1), 


ona donc 


M ne dépendant pas de A, uw et étant par suite une fonction rationnelle 
de X’ et uw’. On voit ensuite que 


[ Md 
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doit être une intégrale de première espèce pour la courbe 


ENS) 0; 
et Pon en conclut 
M=A;S,(4', 2) + ASS,(X, w) +...+ A SCA ID 
les A étant des constantes, ce qui démontre notre théorème. 
Considérons maintenant les polynômes adjoints d'ordre m — 4 cor- 
respondant à la surface, dont nous représenterons l'équation par 


re) to; 


soit une intégrale double de première espèce 


) f: ~ rae 
Jai oe ) dx dy ; 


ce sera, par exemple, celle qui était représentée tout à l'heure par 





[ {SQ u)S,(N, w) dr dy. 


Etudions l'intersection de Q,(x, y, 3) = 0 avec la surface. Elle sera 
donnée par Péquation 
SM Th karen 


et par celle autre 
=? (ie HD = O0. 


La premiére équalion ne nous donnera rien en dehors des lignes mul- 
tiples de la surface, car la courbe adjointe d’une courbe de genre ux 
ne rencontre celle-ci qu'aux points multiples. L’intersection cherchée 
sera done donnée par 


@ ! 
D'TABUI)ETO. 
qui, en dehors des points multiples, nous donne, sur la courbe 


ENT ee 


2p — 2 points, comme il est bien connu. Ainsi, toute surface adjointe 
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d'ordre m — 4 
QC; ¥, 2) = 


rencontre, en dehors des lignes multiples, la surface Ÿ suivant 2p — 2 
courbes, qui sont manifestement du genre un. 


Après avoir étudié ce cas particulier, considérons d’une manière 
générale une surface algébrique pouvant être transformée en elle-même 
par une substitution birationnelle renfermant un paramètre arbitraire, 
dans le cas où le genre de cette sur face est supérieur à l'unité. Vé- 
signant par 

de LT, Vs 3), 


(5) ae R,(t, æ, y, 2); 
hes pea Aste de 7) 


cette substitution, on a, comme il a été dit plus haut et en conservant 
les mémes notations, 





Q(z", aoe 5 Ph + ) JC ÿ, 3) 
Dr lus 2 (%, ¥,3) 


J’envisage maintenant le faisceau de surfaces 
Q, (x, Te AQ. (a, ¥,3)=0 


pour une valeur fixe, d’ailleurs quelconque, donnée à A; celte équation 
définit (en dehors des lignes multiples et des lignes qui seraient inva- 
viables avec À) une courbe sur la surface. Cette courbe peut d’ailleurs 
être décomposable en plusieurs courbes irréductibles; nous désignerons 
l’une d'elles par C. 

La courbe C se transformera évidemment en elle-même par la sub- 
suitution (5); elle sera done du genre un, car elle ne peut être du genre 
zéro, puisque le genre de la surface est supérieur à un. Nous pouvons 
ajouter que son module ne dépend pas de À; la courbe est, en effet 
donnée par les équations 


= R(t, 2, yee 





PLR To); al == Re Gi wae vane, 


en désignant par (x, y, ) les coordonnées d’un point fixe, d'ailleurs 
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quelconque, situé sur elle, et a’, y’, 3’ désignant les coordonnées cou- 
rantes, fonctions du paramètre ¢. Or les coefficients de æ, y, = dans la 
substitution (S) peuvent être considérés comme fonctions algébriques 
dun d’entre eux, ou, ce qui revient au même, comme fonctions ration- 
nelles de deux paramètres « et 8 liés par une relation algébrique irré- 
ductible P(a, 6) =o. 

Les périodes de l'intégrale de première espèce correspondant à la 
courbe C ne pourront être que des multiples des périodes d’une inté- 
grale de première espèce correspondant à la courbe P; le module de 
la courbe C ne dépend donc pas de x, y, z, et par suite de A, comme 
nous l’avions annoncé. 

Ainsi, l’intersection de la surface avec le faisceau 


Q,(x, 7, 5) —AQ2(2, 7,5) =0 


nous donnera un certain nombre de courbes, variables avec À, qui 
seront de genre un, et dont le module ne dépendra pas de À. 

Mais approfondissons davantage la nature de celte intersection. Je 
dis tout d’abord qu'il mest pas possible qu'il n’y ait qu'une seule 
courbe, sauf si p = 2; car, en désignant par p'" le genre de la partie 
mobile de l'intersection supposée irréductible, on a, d'après M. Neether 


(Math. Annalen, t. VIII, p. 522), 





p\22p — 3. 


Il résulte alors d'un autre théorème de M. Nœther (même Mémoire, 
p. 923) que l'intersection, n'étant pas irréductible, se compose de 
(p — 1) courbes du genre un. Ces courbes ne forment pas un réseau à 
(p — 1) paramètres, mais seulement un faisceau à un’ paramétre. On 
obtiendra ce faisceau le plus simplement en prenant le faisceau 


Q, (x, y,3)—XQ,(x, y, z) — 0 


des surfaces adjointes passant par (p — 2) points fixes, d’ailleurs arbi- 
traires. 

Ce faisceau passera par (p — 2) points fixes, et il y aura alors une 
seule courbe mobile du genre un. 
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Considérons la projection de cette courbe sur le plan des xy ; soit 


f(a, y, 4) =0, 


f élant un entier en #, y, A, et nous pouvons supposer que 3 sera frac- 
tion rationnelle de æ, y et À. 

La courbe précédente est de genre un, et son module doit être indé- 
pendant de À. Par conséquent, on pourra exprimer w et y de la ma- 
niére suivante : # et y seront fonctions rationnelles d’un paramètre 0 et 
de la racine carrée d’un polynôme du quatrième degré, dont les coeffi- 
cients ne dépendront pas de À, soit A(0 ); les coefficients de ces fonc- 
tions ralionnelles seront des fonctions algébriques de À. Ils pourront 
donc s'exprimer par des fonctions rationnelles de deux paramètres « 
et 6, liées par une relation algébrique (A étant lui-même rationnel en 


a et B), 
; ) 
PE, Bo: 
On aura donc, pour notre surface, 


xr 





= KR Lx, B, 0, VA(O)|, 
(u.) | AE R,[ 2, B, 0, vA(9)], 
| 3 — de B, 0, VA(O)|, 


les R étant rationnelles en «, 8, 9 et VA(0). 

Telles sont les expressions que l’on peut donner aux coordonnées 
d’un point quelconque de la surface; d’ailleurs, dans ces expressions, 
rien ne nous autorise à supposer, comme dans le cas particulier du 
début, qu’a un point arbitraire de la surface ne correspond qu’un sys- 
tème de valeurs de (a, 8) et [ 4, VA(O)]. 

Mais, après avoir obtenu les équations (4), ou en partant @ priori 
d'expressions de ce genre, il sera facile de décider si la surface corres- 
pondante admet une infinité de transformations birationnelles avec un 
paramètre arbitraire. Remarquons d’abord que 0 et VA(4) seront, par 
les équations (11), fonctions rationnelles des x, y, 3, « et 6; car, quand 
on à «et $, la courbe f sera déterminée; donc 0 et YA (0) ont alors 
une valeur déterminée pour un point arbitraire de la courbe. 
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On peut maintenant supposer que A(0) a la forme normale; soit 
donc x 
=snf et VA(#)=cnidné; 


on aura 
2 wo, ie cntuni) 





vy =R,(a, B, snt, cntdnt), 
2=h,(e, 6, snz, enédné). 


Or la transformation birationnelle proviendra, si elle existe, du chan- 
sement de deni +h, h étant une constante arbitraire. 
Soit donc 


= Ra, 6, sn(¢+h), en(t+h)dn(t+ h)], Af) 


donc, puisque sné et cnddné sont des fonctions rationnelles de x, y, 3, 
z et 5, on aura 
t= ay. oJ), 
Tene Ale Sol oh Sa 
ME I (a, Do UM) Vo =) h), 
2h RM ENT Se, 1), 
les P étant rationnelles en x, y, 3, & et 6. 

Si donc « et 8 sont fonctions rationnelles de #, y, 3, il n'y aura 
aucun doute; x’, y’, 5’ seront fonctions rationnelles de #, y, z. Quand 
4 et $ sont seulement fonctions algébriques de x, y, 3, il faudra, en 
faisant la substitution, vérifier si x’, y’, 3° sont rationnelles en x, y, 3. 


III. — SURFACES DU GENRE ZÉRO ET UN. 


3. Nous allons maintenant rechercher les surfaces admettant un 
groupe continu de transformations birationnelles en elles-mêmes, sans 
nous inquiéter du genre de la surface (*). 

J'emploie ici l'expression de groupe de transformations dans le même 





(1) L'hypothèse que les transformations forment un groupe est essentielle, car 
on pourrait avoir des transformations dépendant de paramètres arbitraires, 
et qui ne formeraient pas un groupe de transformations. 
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sens que M. Sophus Lie, c’est-à-dire que les deux équations 


/ 


ARE a yr , à 
(1) Ce OD, Gi...) 
/ / LE Hn oat 
Byer, ia, 4,4), 
relatives aux variables indépendantes x et y, et contenant r para- 
mêtres a, définiront un groupe de transformations, si les substitutions 


(1) et 
(2) 


SA EAN 
wv 
LENS RARE) 


SS 


” 
= 
2 


| 


(x, 
dx", 


donnent, pour x” et y”, en fonction de x et Y, 


ly 


es OUT > ina 
WS OM V5 C4) Cape + + Cr) 


1 


y= o(2, 7, Cy, Cages TCM, 


at 





les c dépendant uniquement des a et des b. 

Démontrons d’abord un lemme relatif à un groupe de transformations 
à deux paramètres, en supposant permutables les transformations de 
ce groupe. | Nous dirons, pour abréger, qu'un tel groupe est permu- 
table (‘').| 


Représentons ce groupe par 
Du © (x, y; di; do Mb 


v= b(x,y, dis ay). 


Nous pouvons de ces deux relations et des deux suivantes 





ify SORE AT QUI 2 
dx We dx = dy d) , 
POLO A CI TRS 
du rs dx + ae dy, 








(1) Je me sers de cette locution pour éviter une périphrase; aucune confusion 
n’est à craindre ici avec une locution analogue employée dans la théorie des sub- 


stitutions. 


f. 
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éliminer a, et @,; je dis que le résultat de l'élimination peut se mettre 
sous la Vy ‘me 


AUS (x, y)dx + Q (x, y)dy =P (x',y')dx +Q x, y9 ay, 
“lp (29) de Qa, dy Pa’, y) dx OCR 


Pour démontrer ce théorème, nous supposerons connuesles proposi- 
lions générales données par M. Lie sur les groupes de transformations. 
Soient 

a =. a AE ey, a 

OU ON Ee ey OT Dea eS, (7, tV:) Gee 

N N N 

OV == Yul Wey iol OY saul (X,Y) ol 
les deux transformations infinitésimales linéairement indépendantes du 
groupe. 

Ces deux transformations infinitésimales formant un groupe dont les 
substitutions sont permutables, nous avons entre les X et les Y les deux 
identités 


| A,(X;) — AS XS) =O. 
AY (Yo) ASTON) mad 


7 N F 
0 if Y C ) 


(B) 


en posant 


AUDE ahs Ox a= ‘Oy’ 
an , OF A Or 
A, (I) =X, 5 ee : 2 Oy 


Cela posé, avec les deux transformations infinitésimales précédentes, 
on obtiendra les équations finies du groupe, en considérant le système 
d'équations différentielles ordinaires où A, et A, sont des constantes 
arbitraires 


dt PT 


a = AIX + A, 
(3) | 


dy ms 7 5 T 
En MY + 


On tre de la, par l'intégration, 
LD Te Vo Nd ADEME Cl — 1 ils 
y= b[%,.%0, (i —%), A(t —t,)I, 


0 , ~ 
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en formant l'intégrale, qui pour {= ¢, donne 


al 


Y=Jo 


Si Von pose alors 
A, (t—t,)= a, Rat Nha, 


le groupe peut s’écrire 


x = o(x, My) as); 


Bae Cer a 5): 


Mais les équations (3) donnent, en remplaçant A, dt par da, et à, dit 
par da,, 
dx = X,da, + X, da,, 


dy = Y,da,+ Y,da,. 
On en tire 

da =idr + dz, 

da; =P,dx + Q,dy, 


les P et Q étant des fonctions de x et y. Or les relations (8) montrent 


que 
P dz + Q dy et P,dr + Q,dy 


sont des différentielles totales exactes, comme le prouve un calcul facile. 
Par suite, le groupe donné par les équations (4) peut se mettre sous la 
forme 


Le 
a, aff P dx+Q dy, 
XY 


SE Om 
ip P, dx + Q,dy. 
T, Y 


Nous avons done bien, entre (x, y) et (x’, y‘) la relation («) écrite 
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plus haut, 





) A > on Hs à oe / | 7 Ad / / 
P (x,y)de + OX.) dy = P Ca’, y) dr + QG 
ee: 7. D el dr! ale NAN TEE 
Pi (a, y).du+ 0, (x y) dy = P (a, v) dr'+ QG 
6. Ce lemme établi, supposons que nous ayons une surface qui se 
transforme en elle-même pour une infinité de substitutions biration- 


nelles, formant un groupe permutable à deux paramètres. Soit 
f(x, y, 3) =0 l'équation de la surface et soit 


M Or. Ls), 

JET l(a, V9 37 By a»), 

=F a(#, Vy 5, a, ay) 
cette substitution supposée birationnelle. Il n'y a, en réalité, que 
deux variables indépendantes; nous pouvons donc appliquer le lemme. 
Les substitutions infinitésimales seront évidemment rationnelles en x, 
y et s. Les relations entre (x, y, 2) et (x’, y’, 3’) pourront donc 
s’écrire sous la forme différentielle adoptée dans le paragraphe précé- 
dent, 
P (wy, 2) dr + Q(e,y,5)dy =P (wy, 2) de! + Q (ey 2) dy 
Pi@, y, 3) de + QO, (2, 7,3) dyv= Pia, y’, 2) dx’ +O, (a eee 


les P et Q étantici rationnels en x, y et 3. 
Nous aurons donc 


2,7, 3 


Ye eae 
Pde+Qdy=f  Par+Q dy, 


vo. By ee 
Be od : alee ak oad 
uf P,dx+Q,dy= if P,dx+Q,dy, 
2, B,Y a. By" 


les limites inférieures étant deux points arbitraires (4, 8, y) et 


(a’, de ay 
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Or à un système de valeurs des seconds membres, pour une valeur 
donnée de (x', y’, 3’), ne correspond qu'un système de valeurs de 
(ANSE 


Nous arrivons donc à la conclusion suivante : Les équations 
1,Y: e 
> pe = 
1 Par O dy = u, 
donnent pour x, yet z des fonctions uniformes de u et +. 
Ainsi les coordonnées d’un point quelconque x, y, 3 de la surface 


s’'exprimeront par des fonctions uniformes de & et ¢, provenant de l’in- 
version d’intégrales de différentielles totales attachées à la surface ('). 


Le 


P,dxz+ Q,dy = + 


y 


7. Après ce cas particulier, nous devons examiner le cas général 
d'une surface, admettant une infinité de transformations birationnelles 
formant un groupe à un nombre quelconque de paramètres. 

Le groupe étant d'ordre fini, il y a nécessairement dans ce groupe 
un sous-groupe à un paramètre (voir Liz, Math. Annalen, 1. 16, 
p- 403), et, d’après Lie, un tel sous-groupe à un paramètre peut être 
obtenu de la manière suivante. On prendra une substitution infinité- 
simale quelconque du groupe primitif, 


Ou = X (x) Fee OM Ye (as. 2), oz = L(x, y., 3) ot, 


X, Yet Z étant bien évidemment ici des fonctions rationnelles de x, 
De et Zz. 

Ces trois équations reviennent d’ailleurs à deux, comme toutes celles 
que je vais écrire, puisque S(x, y, 3) —0, en désignant par S =o 
l'équation de la surface. 











(1) J'ai énoncé le théorème précédent (Comptes rendus, octobre 1886), sans 
préciser la façon dont je supposais implicitement que figuraient les paramètres a, 
et a, dans la transformation birationnelle. Dans le mème numéro des Comptes 
rendus, M. Poincaré a nettement indiqué le profit que l’on pouvait tirer, dans 
cette question, de la notion de groupes de transformations. 
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Les équations 


dx ' 

= AL Ve), 

dy À Ae ds ee : Pee. 
a= YX (4,9) 5); de LAF) > 3)s 


donneront par lintégration 


TL {CEE Vo) So; A tes 
(1) VY = Dos Vos Font — lo); 


a b(Xo, Vos 09 L— 0): 


Ly, Vos 3) lant les valeurs initiales pour ¢ = 1, ; et l’on a le groupe à un 
seul paramètre a 

DE FORTE), 

Ye ey ne LL); 


CAN Er, LL); 


f, 9, Ÿ seront rationnelles en x, y, 3, puisque ce groupe est un sous- 
groupe contenu dans le groupe initial. 
Mais revenons au système 
dx 


wa d az : 
(A) PAST X(2, Y, 3), “sr = Y(2, y, 5), Ate L(x, y, 3); 


sou intégrale générale devra être une fonction uniforme de {; car, en 


changeant dans x, y, 3, tent +h, x, y, 3 deviennent x’, y’, z' et l’on 


a, d’après les équations (1), 


VAL Veal), 
y= o(x, > > h), 


cd (Vite, fe). 


Donc, d'après un mode de raisonnement fréquemment employé, par 
exemple dans la théorie des fonctions abéliennes, les fonctions pour- 
ront s'étendre d’une manière uniforme de proche en proche, et, par 
suite, l'intégrale générale du système (A) est fonction uniforme de 7. 
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Nous venons de voir que, æ, y, 3 désignant une solution quelconque 


du système (A), 


(1) CR 2 Ca 7 2,.:),. (2, y; h), 


donnera encore une solution de ce système. Les /, 9, Ÿ sont des fonc- 
tions rationnelles parfaitement déterminées en x, y et s. 

Cela posé, écrivons ces fonctions rationnelles en mettant pour coef- 
ficients des lettres indéterminées, soit 


Gary z TND (x,y a)jo OW (a, y, 2). 


2 


Kerivons que, æ, y, = désignant une solution de (A), ces trois fonc- 
tions satisfont au systeme (A). 

Divers cas pourront se présenter : 

1° Il peut rester un arbitraire parmi les coefficients, quelle que soit 
la solution (x, y, 3). Donc, dans F, ®, W les coefficients s'expriment 
en fonctions rationnelles de deux quantités liées par une relation algé- 
brique ; il en résulte que dans /, 9, Ÿ les coefficients, qui sont des fonc- 
tions uniformes de h, seront des fonctions doublement périodiques de L 
(ou dégénérescences). 

On a, dans ce cas, sur la surface, un faisceau de courbes de genre 
zér'0 OU UN. 

2° Il reste deux arbitraires. Écrivons alors 


Re D/. at 0 
eT RS aix OD 
gers 2 C 
+4 ee P(x, be aa) %, B), 
ET ae fr = 
UT, y, 7,4, à). 
On peut dire que l’on a la l’intégrale générale du système (A). 
Deux cas peuvent d’ailleurs se présenter ici, suivant que ces équations 
définissent ou non un groupe de transformations birationnelles à deux 


paramètres. Plaçons-nous d’abord dans le cas de la négative. 
I. Prenons 


Fe Mv) =; %, B), D(x, VG =; %, B), 
Fr yee Dery) zy af, B,), .:2, 
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2, Beta,, $, ayant des valeurs arbitraires. Si l’on forme 


(1) P(E (a, My 35 À, B), Dem, B,J; “as 


on aura nécessairement une solution de (A). Elle devra donc rentrer 
dans le type 


(2) Ex, Ms = Pos Baye ...) 


a, et 6, ne dépendant pas de ¢. Mais, par hypothèse, la substitution ne 
définit pas un groupe de transformations ; par conséquent on ne pourra 
pas déterminer &,, 8, en fonction de &,, 6, et x, 8, de manière que (1) 
et (2) coincident pour tout point (a, y, z) de la surface S. En éga- 
lant (1) à (2), on aura donc nécessairement une relation algébrique 
entre æ, y, 3, et les constantes &, et 8, dépendront de la solution par- 
ticuliére &, y, 3 que l’on considère. | 

Il y aura done dans ce cas entre x, y, = une relation algébrique, 
variable d’une intégrale à l'autre, et distincte bien entendu de 


S(x,y, =) #9: 


Ces fonctions de { seront donc encore des fonctions doublement pé- 
riodiques (ou dégénérescences). Considérant une intégrale particulière 
vc, Y, 3, l'intégrale générale x’, y’, 3’ s’obtiendra par les formules pré- 
cédentes. On a donc encore sur la surface un réseau de courbes du 
genre z6r0 ou un. 

Nous désignerons par le cas D tous les cas où il y a un réseau de 
courbes de genre zéro ou un sur la surface. 

I]. Il nous reste à examiner le cas où nous avons un groupe de trans- 
formations a deux paramètres, a, 8, donné par les expressions F, ®, W’. 

Je dis que dans ce cas le groupe sera permutable. 

Les paramètres peuvent évidemment être tellement choisis que lun 
soit; nous écrirons donc le groupe 


, 


“w= V(x, y,5,h, a), 
Mass PCr, y; =; h, Tay 


B= W(x, ¥513, h, a), 
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et, d’après tout ce qui précède, x, y, 3 désignant une intégrale quel- 
conque du système, 


dr dy dz 


T= MY: 3), a= Y¥(2,%, 2), mn = (x, 9; 5)s 


les formules précédentes donneront l'intégrale générale de ce système. 
La substitution infinitésimale, correspondant à la variation ¢h de h, 
sera 


Ga = X(x, v/s one Cp aah ae) A) po A Ve 2) oh. 


Nous aurons donc établi que le groupe est permutable, si nous 
établissons le théorème suivant: Etant donné le système d'équations 


différentielles 


d. 1 
7 =X(x, y), = (a, y), 


où Net Y sont des fonctions quelconques de x et y, si ce système 
admet un groupe de transformations à deux paramètres 


i FC, 14 h, loys 
D OC. ve ek), 
une des substitutions tn finitésimales étant 
\ N r N > 7 N 
(1) CRC, V)Olt, OV Veen ye Ol, 


le groupe sera nécessairement permutable. 
C’est ce qu'il est aisé d’établir comme il suit. Représentons par 


(2) 6x == Xi(æ, CORNE OR, 


la seconde substitution infinitésimale; (1) et (2) formant un groupe, 
on a, d’après les principes de M. Lie, 





Das CCE RE RES RErS ATE 
(3) Ox Oy 0.0 dy 
* AU de OY, NO TN 


a et 5 étant des constantes. 
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Mais nous devons écrire, d’autre part, que le système d'équations 
différentielles admet ce groupe. Nous devons done avoir 


Se ae Sy 
7 dt dx oy : 


Substituons aux à leurs valeurs correspondant a la seconde substi- 
tution; il viendra 


X 27% XIE 
GR (SU X + 95 () = SX + YBR 


“ 


ou 


OX 7 OX, 
» dx =| 1 > ees a" dy — 5 


pareillement, la seconde équation donnerait 


oY 
dx 





; = 71 30 r OY » OY 
/ X Y,>~ —xX—-—-—Y-—=0 
(4) | dy Ox dy 
Les équations (3) et (4) montrent que « = 6 = o, ce qui revient à 
dire, comme on sait, que le groupe est permutable. 
Ainsi notre surface S admet (sauf le cas D) un groupe permu- 
table de transformations birationnelles. 
Nous sommes donc ramené à la conclusion du n° 6. 
Nous pouvons énoncer le théorème suivant, qui résume cet alinéa : 


Si une surface algébrique S admet un groupe fini de transfor- 
mations birationnelles à un nombre quelconque de paramètres, 
deux cas peuvent se présenter : 

1° Il y a sur la surface un Fou de courbes algébri iques du 
genre zéro ou un. 

2° Les coordonnées d’un point quelconque de la surface peuvent 
s'exprüner par des fonctions uniformes de deux paramètres u et ¢, 
au moyen de l’inversion de deux intégrales de différentielles totales 
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altachées à la surface, soit 
yes L 
f P dx+Q dy=u, 
ay se 
i, P,dx + Q,dy =», 


les P et Q étant rationnelles en x, y, 5. 

Dans ce dernier cas, le genre de la surface sera nécessairement zéro 
ou un; dans le premier cas, le genre peut étre quelconque. L’étude 
complète de ce premier cas a été faite dans l’alinéa précédent, en sup- 
posant que le genre de la surface soit supérieur à Punite. 


IV. — SURFACES RENTRANT DANS LA SECONDE CATÉGORIE : 
CAS OU LES INTEGRALES ONT QUATRE PERIODES. 


8. Nous allons nous occuper maintenant des surfaces de la seconde 
catégorie, c’est-à-dire des surfaces pour lesquelles il existe deux inté- 
grales de différentielles totales 


[Pde +Qdy et {Rez dx + Q,dy, 


telles que les équations 
P dx+Q dy = du, 
P,dx + Q, dy = dv, 


donnent pour x, y et z des fonctions uniformes de uw et ¢. 


9. Nous rencontrons tout d’abord, comme surfaces de ce type, 
celles pour lesquelles les équations précédentes donnent x, y, = fonc- 
tions uniformes quadruplement périodiques de u ete. Jai étudié ces 
surfaces dans un autre travail; je rappelle brièvement les résultats que 
j'ai obtenus et j'y ajoute quelques remarques qui me paraissent très 
importantes. 

Tout d’abord la surface doit être du genre un. 
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Ensuite elle doit posséder deux intégrales de première espèce linéai- 
rement indépendantes, soit 


Bdx — Ady B,dx — A,dy 


Soit de plus R( a, y,z) la surface d’ordre (m — 4), adjointe à la 
surface f de degré m. Cette surface R = o coupe, en dehors des lignes 
multiples, la surface f suivant une certaine courbe F. J’ai ajouté aux 
conditions précédentes la condition que la courbe I soit unicursaie, et 
que cette courbe satisfasse a l’équation différentielle 


Bdx — Ady — 0, 





ce qui entraînera d’ailleurs immédiatement B, dx — A,dy = 

Or M. Nœther a fait la remarque que la courbe [ est nécessairement 
unicursale, ce n’est même qu'un cas particulier d’une proposition 
donnée il y a longtemps par cet éminent géomètre, d’après laquelle 
une courbe « ausgezeichnete » tracée sur la surface, c’est-à-dire une 
courbe par laquelle passent toutes les adjointes d'ordre (m — 4), est 
nécessairement unicursale. Mais, dans le cas où le genre est un, il n'ya 
qu'une adjointe d'ordre (m — 4) et, par suite, la courbe I peut être 
considérée comme une courbe « ausgezeichnete ». 

Une fois que l’on sait que la courbe Fest unicursale, il est bien facile 
de voir qu'elle doit satisfaire à équation 


Bdx — Ady =o. 


Substituons, en effet, dans l'intégrale 
, 9 ro) 


Je dx — A dy 
J: 


à la place de x, yet z, leurs expressions en fonctions rationnelles d’un 
paramètre, qui correspondent à la courbe F; il faudra que l'élément soit 
identiquement nul, sinon on aurait une intégrale de fraction ration- 
nelle qui devrait toujours rester finie, ce qui est impossible. 

Si la courbe F se compose de plusieurs courbes irréductibles, 
ces différentes courbes seront unicursales; nous les appellerons les 


courbes F. 
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Ainsi, les conditions nécessaires et suffisantes se réduisent aux deux 
conditions d’abord énoncées, et les équations 


™%" Bdx—Ady _ - "Buda — Ady _ , 
: RAM à erates 


donnent pour a, y, 3 des fonctions uniformes quadruplement pério- 
diques de wet ¢. 

Nous ajouterons que, quand (x, y, 3) est située sur une courbe LP, 
u et ¢ ont, sur chacune de ces courbes, une valeur constante. Appelons 
(a, b) ces différents points qui sont manifestement des points d’indé- 
termination pour les fonctions x, y, z de u et ». 

Nous venons de dire que, si une surface était de genre un et possé- 
dait deux intégrales distinctes de première espèce, les deux équations 


[ whe P dx+Qdy=u— WwW, 
(1) DR 
| if: ide Si 8); dy eae PARTS 


Lo) Yo So 


donnent pour x, y et z des fonctions uniformes de u et ¢. 

En réalité, si l’on veut être entièrement rigoureux, ce n’est pas tout 
à fait ce résultat qui se trouve établi, mais cet autre dans l’énoncé du- 
quel j’emploie une locution dont je ferai souvent usage dans le Cha- 
pitre V : x, y, z sont des fonctions de wu et 6 à apparence uniforme. 

Il est aisé de compléter la démonstration et de montrer que, sous les 
conditions indiquées, les équations (1) définissent des fonctions uni- 
formes de w et ¢, pour tout l’ensemble des systèmes de valeurs finies 
de wet ». 

Considérons, en effet, la surface 


f(x, Y,5)= 0 


el en même temps le continuum fermé à quatre dimensions, que nous 
lui avons fait correspondre uniformément dans le second Chapitre; et 
concevons tracées dans ce continuum les coupures à trois dimensions 
correspondant à la connexité du troisième ordre (ou du premier, ce 
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qui est identique). Quand (a, y, z) décrit la surface sans franchir les 
coupures, les variables uw et ¢ données par les équations (1) décrivent 
l’intérieur d’un certain polyèdre P, limité manifestement par des 


faces qui se correspondent respectivement par des substitutions de la 


forme 
(U,°,U+0,°+%,), 


w et w, étant des périodes des intégrales. D’ailleurs, ce polyèdre peut, 
a priori, se recouvrir lui-même en totalité ou en partie. 

Considérons maintenant un chemin C allant de (wo, 5) à un autre 
système quelconque de valeurs des variables (4,,6,). Le point (u,,v,) 
est à l’intérieur du polyèdre P; si le point (w,, ¢,) est à l’intérieur de 
ce même polyèdre, nous aurons en arrivant en (4,,6,) par le chemin 
indiqué une valeur déterminée pour (x,y,z). Si, au contraire, le 
point (w,,°,) est à l'extérieur de P, le chemin C sortira du polyèdre 
par une certaine face, et l’on construira le polyèdre limitrophe, et lon 
continuera ainsi de suite. Arrivera-t-on certainement en (&,, ¢, ) après 
avoir construit un nombre fini de polyèdres? C’est ce que l’on démon- 
trera en raisonnant absolument comme M. Poincaré, dans son Mé- 
moire sur les groupes fuchsiens, et même ici nous sommes dans des 
circonstances singulièrement plus faciles, pouvant raisonner sur la lon- 
gueur de l'arc au sens habituel du mot, et toutes les substitutions à 
considérer étant nécessairement paraboliques. 

Nous sommes donc assuré qu’en partant de (4,,e,)et allant, par un 
chemin déterminé, jusqu’en un point arbitraire (w,, °,), les fonctions 
{xæ,y,3) se trouvent déterminées; ou, en d’autres termes, il n’y a cer- 
ainement pas de limites au domaine des deux variables indépen- 
dantes uet¢. 

Ce point acquis, la démonstration s’achéve aisément. Deux chemins 
quelconques, partant de (4,,6,) pour aboutir en (z,, ¢,), doivent con- 
duire à la même valeur; en effet, deux chemins infiniment voisins con- 
duisent d’abord à la même valeur, puisqu'ils traversent la même suite 
de polyèdres, et, d'autre part, comme il n’existe par hypothèse aucun 
système de valeurs de uw et ¢ dans le voisinage duquel les fonctions 
cessent d’être uniformes, on ne pourra rencontrer pendant la défor- 
mation du chemin aucune ligne de ramification. 
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in définitive, æ, y, 3 sont bien des fonctions uniformes de u et + 
dans tout le domaine des variables complexes illimitées & et 6. 


. 10. On sait former les intégrales de première espèce: nous pouvons 
donc supposer que nous avons les deux équations 


B dx — Ady 
"hands 
B,dx — A,dy 
I: 


LU, 
==> dv, 


dont on sait qu’elles donnent pour x, y et z des fonctions uniformes 
quadruplement périodiques de u et ¢. 

“, Y, z peuvent s'exprimer par des quotients de fonctions entières 
de u et v, que nous pouvons supposer réduites au même dénominateur 


1 GPU) pets Gy Cu, 2) G3(u,¢). 


a — a Tr 5 ae 


G(u,P)° "hoa G(u, ¢)” Ge 


on pourra dire que l'intégration des équations précédentes est faite 
effectivement si l’on peut former les séries entières G, c’est-à-dire si 
l’on peut former un système d'équations différentielles permettant de 
calculer de proche en proche les coefficients de ces fonctions entières 
dewete. 

Nous nous appuierons sur ce théorème que les fonctions G peuvent 
être regardées comme appartenant à la classe des fonctions © de deux 
variables; je veux dire que pour un quelconque des systèmes de pé- 
riodes w et w’ on aura 


G(u tle) pr w’) 333 amrere & (uz, e), 


a, b, c étant des constantes. Ce théorème n’est autre chose que le théo- 
rème jadis énoncé par Riemann, et dont nous avons, M. Poincaré et 
moi, donné une démonstration, il y a quelques années, que les fonc- 
tions quadruplement périodiques peuvent s'exprimer a l’aide des 
fonctions @ (*). 








(') Comptes rendus, deuxième semestre 1884. 
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Mais, avant de traiter la question précédente, il ne sera pas inutile 
d'appliquer la méthode dont je veux faire usage au cas beaucoup 
plus simple d’une courbe algébrique de genre un 


Fay es 0 (degré m). 


Si O(a, v) est le polynôme adjoint d’ordre m — 3, l'équation don- 
nant # en fonction doublement périodique d’un paramètre u sera 


O(a, 704% LES 


du. 
Sy 


Montrons comment, en posant 





G et G, étant des fonctions holomorphes de wu dans tout le plan, appar- 
tenant à la classe des fonctions 0, on pourra obtenir deux équations 
donnant G et G,. 

Si Pon pose 


on aura 
A(u+w )=A(u)+a, 


ACu + Do) A(u) + b, 
w et w’ étant les deux périodes, a et b deux constantes. 


Donc A(z) sera une intégrale de seconde espèce de la courbe f. Or, 
ici, cette intégrale ne deviendra infinie que pour x = +; on aura donc 


P(2, y)dx 
ru) = [Pe 


P(x, y) étant un polynôme de degré (m — 1). Il nous faut déterminer 
m(m—3) 





le polynôme P. Nous aurons d’abord conditions exprimant 


que la courbe P = o passe par les points doubles de f, puis nous de- 
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vons écrire que dans 
P(zx, y) 
Sy 





le développement suivant les puissances descendantes de x (pour x 


‘ 6 I AP a 
très grand) ne contient pas de terme en = condition pour que l’in- 


tégrale A(w) soit de seconde espèce. 

On aura ainsi (m — 1) conditions (non pas m, parce que, la somme 
des résidus devant être nulle, il suffit d'écrire la condition pour m — 1 
des branches à l'infini). De plus, la fonction G(w) ou 


= du P(x, y) 
fr) du , \ : H J Q&,r 
e , C'est-à-dire e 


du 





est uniforme. 
Or soit, pour une quelconque des branches de la courbe à Vinfini, le 
développement pour x très grand 


I 


ay, f G 
fee? Ae BS a, 
J Sy os 


on aura 
J Madu Si WAZ + B + +.. 4 du, 
et cette intégrale doit, pour la valeur de uw correspondant à # = x, avoir 
un résidu égal a Punite. 
Il suffit de prendre 


ONG \a dx 
A frdu ou PARLES 
e y 


dont le résidu, pour « = +, est de suite calculé, soit pour une des 
branches à linfini 
Q(x,y)æ à Da Me a 


ers Dr = dt 


donc la partie devenant infinie dans EX u) du sera Aalogæx. 


On devra par conséquent avoir Aa = — 1, et l’on aura m relations 
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analogues. Nous avons donc en tout 


m(m — 3) m(m-+1) 
RS ene UT ou —_ 
2 


I 





équations pour déterminer le polynôme P d'ordre m — 1. Or le nombre 


m(m-+ 1) 


des coefficients entrant dans ce polynôme est ; il restera done 


2 


une arbitraire, ce qui a priori devait être, puisque les polynômes G 
sont seulement déterminés à un facteur près de la forme e**+f#7, et par 
suite A(w) à une expression additive près de la forme 2au + $. 

Nous connaissons donc le polynôme P(x,7), et nous pouvons écrire 


PlogG Pia; y ) 


(1) Hole VOTE 


? 


puisque l’on a 


(x) 
du 


Gls ofS mer 
L’équation (1) avec 


dg" ty, : 
i = Q(x,7) 5) ou 


8 
| 
QS 


donne les deux équations auxquelles doivent satisfaire G et G, fone- 
lions entières de u. 


14. Nous allons voir que l’on peut suivre une voie analogue pour 
l’intégration des équations 

B dx — A dy B,dx — A,dy 

+ = du, 


Ja tz = oe 





Il s’agitde former quatre équations pour avoir les fonctions G entières 
en uw et ©. 
J’envisage la fonction log G(u,); elle peut se mettre sous la forme 


[ru e)du + u(u,e) dv, 


À et y étant des fonctions uniformes de wu et 6. 
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En posant 
OG OG 
À TETE U. G >? 
donc 


A(u + 0, ¢ + 0')=A(U,e) +a 
( ; ) (u,¢) (a, b étant des constantes), 
u(U+0,e +’) =u(u,e) +b 


en désignant par (w, ’) un système de périodes. 

Par conséquent, À et u sont des intégrales de différentielles totales 
attachées à la surface f(x, y,z) =o. 

De plus, ce sont des intégrales de seconde espèce, car elles ne peu- 
vent avoir aucun infini de nature logarithmique. 

Pour quelles valeurs de (x,y,z) les intégrales de seconde espèce A et 
u deviendront-elles infinies? Ce sera évidemment pour les valeurs de 
(,y,5) correspondant à 


(7G1) 6) = Gs 


or, pour toute valeur de wu et 9, satisfaisant à cette relation et diffe- 
rente des valeurs (a,b) d’indétermination (fin du n° 9), une au moins 
des quantités æ, y sera infinie; d’autre part, les valeurs (a,b) corres- 
pondent aux courbes [’. Par conséquent, A et u. ne deviendront infinies 
que quand le point (a2, y,z) sera à linfini ou sur une courbe F. On en 
conclut que 


Pdx+Qdy 

A(u,e) = | — rp” 
‘ CPP, dz+O,dyv 
ANA EE | Se cad 


les P et Q étant des polynômes en aw, y,3; R ne figure qu’au carré au 
dénominateur, car les courbes F sont des courbes polaires simples. 

Comme, d’autre part, en employant les coordonnées homogènes x, 
y, 3, t, la courbe t= o est aussi une courbe polaire simple, on en con- 
clut que P sera de degré m + 2(m — 4) ou 3m — 8 ena, y, z et de 
degré 3m — 9 en x et z; pareillement Q sera de degré 3m — 8, en x, 
y, 5 et de degré 3m — 9 en y et z. | 

Nous chercherons donc les intégrales de seconde espèce linéairement 
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indépendantes; les degrés étant limités, il n’y aura nécessairement qu’un 
nombre limité de telles intégrales, et l’on devra pouvoiren trouver deux 


À et 1, telles que 
Adu + ude 


soit une différentielle exacte, ou encore 


À, dx + u,dy, 
en posant 
Bi) — Ap. _ BA—A,p 


DR UUF ay) ANA 


Il faut écrire maintenant que, dans 


fa dx + u., dy, 


la période polaire correspondant a la courbe à l’infini ¢= o et aux 
courbes Fest égale à 270. 

Tous ces calculs peuvent être effectués et l’on peut ainsi obtenir sous: 
formes d’intégrales de différentielles totales les expressions A(w, r) et 
u(u,’); écrivons done 


dlogG(u,¢) = du + ude, 


el, par conséquent, on aura 


PET 9(G,G,,G,,G,), 


d*logG 
quar = ¥(G,G,,G,,G,), 


0 logG 

re =7(G, G,,G,,G;,), 
©, Yet 7 étant des fonctions rationnelles connues de x, y, 3 ou, ce qui 
revient au même, des fonctions homogènes de degré zéro en G, G,, Go, 
G,. D'ailleurs on tire des équations différentielles 


dlogG 0 log G 
= ae + A(G, Or Ser 


JdlogG dlogG 
ES: JE + B(G,G,,G,,G,), 
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A et B étant encore des fonctions rationnelles connues, analogues à 9, 
v, y et deux autres équations analogues relatives à 

0 logG, et 0 logG, 
ou Ov 


On aura ainsi un système d'équations, qui déterminent les fone- 
tions G, G,, G, et G,, fonctions holomorphes de & et ¢ pour toutes les 
valeurs finies de ces variables. 

On voit donc, sans approfondir davantage la question, comment des 
deux équations initiales on pourra tirer des équations donnant les 
numérateurs et le dénominateur de x, y et z. Ainsi se trouve réalisée, 
par la considération des différentielles totales de seconde espéce, la 
formation de ces équations, que M. Weierstrass annonce sans détail 
avoir prises comme point de départ d’une de ses méthodes d inversion, 
au moins dans le cas des intégrales hyperelliptiques (Journal de Crelle, 
t. 47, p. 297: Théorie des fonctions abéliennes ). 


Vie Cas OU LES INTEGRALES ONT TROIS PERIODES. 


12. Nous venons d'étudier les surfaces pour lesquelles les coordon- 
nées d’un point quelconque s’expriment par des fonctions quadruple- 
ment périodiques de deux paramètres. Mais les surfaces précédentes ne 
sont évidemment pas les seules rentrant dans la seconde catégorie, c’est- 
à-dire pour lesquelles on pourra par inversion de deux intégrales con- 
venables 


(x, 7, 3) 

ip P dx + Qu 
Gays 3) 

4 P,dx + Q,dy =», 


lirer æ, y, z en fonctions uniformes de u et ¢. 

C’est de ces dégénérescences que nous allons maintenant nous occu- 
per. Le premier cas à examiner est celui oùx, y, 3, donnés par les équa- 
tions précédentes, seraient des fonctions {riplement périodiques de 
wet ¢. 

On peut remarquer d’abord que la surface sera nécessairement 
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de genre zéro, car autrement on aurait une intégrale double 





‘be O(2, y,2) da dy 
é tz 


restant toujours finie; or celle-ci peut s’écrire 


i Ht F(u,¢) du a 


F(u,¢) étant une fonction uniforme, triplement périodique de wu et ¢. 
Or une telle fonction ne peut être une fonction entière de & et ¢; l’inté- 
grale ne peut donc rester toujours finie. 


45. Avant d'aller plus loin, arrétons-nous sur quelques surfaces 
particulières pour lesquelles les coordonnées x, y, z d’un point quel- 
conque s’exprimeront, comme il vient d’être dit, par des fonctions 
triplement périodiques. Un premier exemple nous sera fourni par le 
système bien connu, considéré par Rosenhain; je le prends sous la 
forme que lui ont donnée Briot et Bouquet, dans leur Théorie des 
fonctions elliptiques (p. 501). 

En posant 





Au = Cr —u*)(1— k?u?), 
les deux équations 
du de TER TS 
Au ue Ag ie 
een (7) hk?) (a) (a) = | du ty | — O'(a) : Æ1(a)}'(a) "| dy 


) (a) 1— k?)?(a) u? Au 0 (a) 1 — k?}?(a) ¢? Wier dy 








définissent deux fonctions & et ¢ de x et y, et les deux fonctions u?+ ¢? 
et w?¢? sont des fonctions uniformes de ces variables. Ces fonctions 
sont triplement périodiques, et l’on a le tableau suivant de périodes 
conjuguées : 
Pour eas wen, ow! 
2 rai 





[0] 


Les fonctions peuvent être obtenues à l’aide des fonctions 0 d'une 
variable, elles sont de plus fractions rationnelles de e?”, 
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Ces résultats rappelés, je poserai 
REA 0 ENT: 
(Sie odd jie pene m ane Pik 
es equations precedentes deviennent, en remplaçant “et y par —et —> 
2 2 


dU dV 

















fis man CNT = == = AD, 

VUG—U)G—ÆU) © YVG=V0G—RV) 
La) | RNa) (QU au kg. 
| 8 (a) | eu tr 


qui donnent pour U + V et UV des fonctions uniformes, triplement 
périodiques de x ety; le Tableau des périodes étant ici 


20 Oo 20)”, 


Anat 
: RES 


Ww 


a un systeme de valeurs de 








U, VUG rr U)G — hat), Vie VV Pes V)(1 rer ys V) 


ne correspondra qu’un seul système de valeurs de x et y, aux périodes 
près. 
Considérons maintenant les équations 
X=U-+YV, 
YY = 0iNa 
LENCO EE HV Vv) sev); 








elles définissent une certaine surface F(X, Y, Z) =o. 

A un point arbitraire de cette surface correspond un système de 
valeurs de U et V, et des déterminations parfaitement déterminées des 
deux radicaux 








VOGUE FU), WG Vo EV), 


par conséquent, à un point arbitraire de la surface K correspond 
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un seul système de valeurs de x et y, aux périodes près. De plus X, 
Y, Z sont des fonctions uniformes triplement périodiques de x 
el y. 

x ety s'expriment par des intégrales de différentielles totales; on a : 


Je RONG Tr, 
[P.dX+QdY=y, 


les P et Q étant rationnelles en X, Y, Z. De plus, la première de ces 
intégrales sera de première espèce; ainsi la surface K possède une in- 
tégrale de première espèce. 

Faisons x = const., nous aurons sur la surface une famille de 
courbes; cette famille sera algébrique, car elle sera donnée par l’équa- 
tion d'Euler 

















dU dV 
= — = + = = — O, 
VÜG—U)G—ÆU)  VVG—V)(G—AÆN) 
dont l'intégrale est 
VUG—V)G—PV)+VVG—U)G—RU) | 
(1) nn UN COL 


Cette famille de courbes sera du genre zéro, puisque X, Y, Z sont 
des fonctions rationnelles de e”. 

En remplaçant dans (1) U et V par leurs valeurs en X, Y, Z, après 
avoir élevé au carré, on a de suite 


he A Gabi Ceo? EM rrr 
(1) GRY: const. 





Cherchons l'intersection du réseau de surfaces qui précède avec F. 
Ce réseau coupe F suivant une courbe qui a pour projection sur le 
I P pro) 

plan des xy la courbe du quatrième degré 


Ni REY} 2 — PY) [Cr+ k2)2Y — X — RXV] 
+(X?—4Y)(1—k?Y)? =0; 
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d’où d’abord 
1— AY =o, 
et la conique variable avec À 


CL ON) EE CRE EN YX XY] + (X? 4 V) 0; 


elle passe par le point Y = 0, X = À. 

Nous allons done pouvoir exprimer X et Y en fonction rationnelle 
de À et d’un paramètre 4; on aura done certainement, pour la courbe 
cherchée, 

| AI RCAEU ) 
Y¥ =Q(2, 9), 


Z= VR, ( 3 


P, Q et R étant rationnelles en À et 0. 
Mais on peut aller plus loin. Reprenons, en effet, la relation d’Euler, 
sous la forme 


dU dV di 
> SS OS 
VÜ(G—U)(1 + RU) VVG—V){i—zÆV) Var EX) 
































gle Wee US RV) ENG U) (= ÆU) |” 
* 1—k?UV 


ou encore, comme il a été déjà écrit, 


hee Ate he — AP X)( Xe = 4 Y) 


= (1— RY)? 





5 


ce qui donne, par conséquent, 
d). 
VAUT NN) (i KP dk) 





Boxe Ody.— 


où À ala valeur précédente, fonction rationnelle de X, Y et Z; et, par 





conséquent, VAC1— A) (1 — KPA) sera aussi une fonction rationnelle 


de X, Y et Z. 
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On tire de la une conséquence intéressante. Le réseau (1) coupe la 
surface suivant une certaine courbe variable avec A, qui doit se décom- 
poser en deux courbes, et ces courbes correspondent aux deux déter- 
minations du radical ÿA(1 — A) (1 — k?A); elles sont symétriques par 
rapport au plan des zy. 

Donc on aura, pour les expressions de X, Y, Zen fonction de À et 9, 


X= P(A, 6), 
Y =Q(A, 0), 
jh ANCES ISTO) $s 





S étant, comme P et Q, rationnelle en À et 9; et de tout ce qui précède 
il résulte que A, VA(I — A) (1 — k?A) et 6 sont fonctions rationnelles 
de X, Y et Z. 

Il y a done sur la surface : 1° un réseau de courbes du genre zéro ; 
2° un réseau de courbes du genre un, correspondant a 9 = const. 


14. Le type que nous venons d’examiner est manifestement une dé- 
ner 


venérescence du cas général abélien; ayant 





Au (iat, tO, ):-.( — Aye 


les équations abéliennes sont 


du do 
Au Ay 


TC. 


u du e de 
Au AP 





= dy; 


or, si Von suppose que a, = aç = b, ona 











du dy 
ee rt 8 eee 
(u— b)\/(u—a)...(u—a,) (= b)V(r = a)... (esa 

u du vde 














- = qu : | 
(u — b)ÿV(u— «;)...(u—u;,) (p— b)V(r—a)...(e —«) 
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C'est le cas étudié par Rosenhain, et qui nous a conduit à la classe pré- 
cédente de surfaces. 
Peut-on aller plus loin? Soit a, — a, =c; nous aurons le système 


du de 


























wns “2 bao otal pe igs 
|e yu ou — a,)(u— az) (pe — b)(v — c)V(e — a,)(v — a) | 

ee ce e de = 1 
\(u—b)(u—eVu—ayu—a) E6—-0)6—-0Vr-av a ?! 


qui donnent encore pour wu + ¢ et ue des fonctions uniformes de w et y. 
Il y a seulement ici deux périodes, la période cyclique s'exprimant à 
l’aide des périodes polaires. 

Nous trouvons donc, ‘comme dégénérescence à trois périodes, le seul 
cas de Rosenhain. 


15. Revenons maintenant d’une manière générale aux surfaces pour 
lesquelles les coordonnées s'expriment par des fonctions uniformes de 
deux paramètres au moyen de l’inversion de différentielles totales. 
Soit 


| JP dx + Q dy =u, | | LA (UE). 
(1) EL Ly ce 0) SO (ey = th (10 J 
| [Par ts Q, dy ee, = =e v(u, 6). 


I] est évident, d’après tout ce qui a été dit précédemment, que 
X(u+h,6+k) 


est une fonction rationnelle de 
A(t, D} Sev, PC) wACh hk), ulhy kh), vhs A), 


quels que soient w, ¢ et A, k; pareillement pour pv et v. Par suite, 
A(— u, — +) est fonction rationnelle de A(u, v), u(u, ©), v(u, ©). 
Cela posé, supposons que les intégrales (1) aient trois couples de pe- 
riodes : 
4, Os, Os, 
Dy, Us, U,, 
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el supposons que, parmi ces périodes, se trouve au moins une période 
polaire, correspondant à une certaine courbe logarithmique C. 
Soit w,, U, ce couple de périodes. En effectuant sur & et ¢ une substi- 
tution linéaire, on peut supposer que le Tableau précédent soit de la 
forme trouvée dans le paragraphe précédent : 


LENS © O way. 





Anat 





0 oO OTL 
| G) 


Ceci posé, je considère les deux équations 


























, : 1U dV 
P dz + Q dy = s 
0 Da 0) ü = FU) yVO NCIS 
, 6’ (a) k? (ay (a) U dU 
2) | Pdr +Q ly=|-35 pis | 
(2) Pidr + Q;d) ta Tr (a) U VUG—U)a— PU) 
a) |— 0! (a) Hie | dV 
(ae | Wau ev, 


Elles donnent pour x, y, 3 des fonctions uniformes des coordonnées 
XYZ 


de la surface F(X, Y, Z) que nous venons d'étudier; et réciproque- 
ment X, Ÿ, Z sont des fonctions uniformes de x, y, 3. Tout cela est 
évident, mats celle transformation, que nous pouvons appeler biuni- 
forme, est-elle birationnelle? Quand il s'agit d'une courbe algé- 
brique, la réponse est toujours affirmative; une transformation bira- 
lionnelle est toujours biuniforme : c’est un théorème que nous 
établirons dans une Note à la fin de ce Chapitre. Mais il en est tout au- 
trement pour les surfaces, et l’on trouve aisément, pour le cas de 
deux variables, des transformations biuniformes qui ne soient pas 
birationnelles. Il suffira de citer la correspondance donnée par 





CRE NET; wie XY e, 
d’où se tire 


3 


Y=2, X=ae ”; 


a 


la transformation est biuniforme, mais non birationnelle. 
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Etudions done le système (2). V étant arbitraire, quand U tend vers 


I . . Wt te . 
Ha) le radical ayant un signe convenable, la période polaire est 


' s Q I . + 
pour ¢ égale à + 270. Donc, quand U tend vers Fc le radical AU 
ayant un certain signe, quels que soient d’ailleurs V et AV, (x, y, 3) 
tendra vers un point de la courbe logarithmique C. 

Supposons maintenant que U, après avoir décrit un lacet, revienne 


I ’ . . . x 
D Hg) Aver l’autre détermination de AU, nous pouvons avoir à 


craindre que ce système de U et AU corresponde à une singularité es- 
sentielle des fonctions x, y, 3; nous allons montrer qu'il n’en est rien. 
En désignant par I et I, les premières valeurs des intégrales en U 
qui figurent dans le second membre, et pareillement par J et J, les inté- 
grales relatives à V, ces seconds membres, qui étaient primitivement 


[+ J.et 1L+4J,, 
sont devenus 


Ee NON TE 


A et A, désignant deux constantes. Done A( A — 1+ J) s’exprimera 
en fonction rationnelle de 


MI pee Te Tete Sule! EAN 


el de 


ACJ, I,), w(J, J), v(J, 3); 


par conséquent, pour les valeurs de x, y, z correspondant a la seconde 
détermination du radical, nous sommes ramenés aux valeurs de ces 
fonctions correspondant à la première détermination du radical. IL n'y 
avait pas de singularité essentielle dans le premier cas; ny en aura 
done pas dans le second. 

Il suit de la que a, y, = sont des fonctions rationnelles de X, Y, Z, 
elnécessairementalors X, Y, Z fonctions rationnelles de x, y, z, puisque 
la transformation est biuniforme. 

Ainsi : Dans le cas ott les intégrales (1) ont trois périodes, et 
parmi celles-ci au moins une période polaire correspondant à une 
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courbe logarithmique, on est assuré que la surface f correspond 
point par point a une surface rentrant dans le type ¥ étudié précé- 
demment. 

On peut encore dire que, pour la surface f, les coordonnées peuvent 
s'exprimer en fonctions ralionnelles de 





MN NOT ee tC, ade 


A et 9 étant deux paramètres, et cela de telle manière, que 8, A et le 
radical soient inversement des fonctions rationnelles de x, y, z. La sur- 
face F est un exemple d’une telle surface, mais il n’est pas difficile d’en 
trouver de bien plus simples. 


16. Prenons en effet une surface du quatrième degré ayant deux 
I Fe ) 
droites doubles, ne se rencontrant pas. Elle satisfera aux conditions 
précédentes; soient en effet D et D, ces deux droites doubles. 
Tout plan passant par D coupe la surface suivant une conique ayant 
un point double, c’est-à-dire suivant deux droites. Prenons un té- 
traèdre de référence dont les arétes 


LEO! = © et we, 0; L340 


v 


seront les droites doubles de la surface. 
L’équation de celle-ci sera alors 


Pr Quy a) Ry? Sa 


P, Q et R étant homogènes et du second degré en =z et ¢. 
Faisant {= 1, nous aurons l’équation 
(As? + Bz+C)x 
+ (A's? + Biat C’ jay + (A%s? + B'z + CY) y2=0. 
Soit 
3,2 = je 


la section sera formée de deux droites parallèles dont les équations seront 
de la forme 





== (A, Va! DAS CA EE e), 
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> étant rationnelle par rapport à À et au radical; celui-ci porte sur 
un polynôme du quatrième degré, d’ailleurs arbitraire. Ainsi wr, y, 3 se 
trouventexprimés en fonctions rationnelles de x, À et de la racine carrée 
d’un polynôme du quatrième degré en A. 

Réciproquement, à un point arbitraire de la surface ne correspond 
qu'une valeur de À et du radical. 

Comment pourra-t-on reconnaitre si une surface donnée 


RCD) #0 


rentre dans la classe des sur faces précédentes? 
Tout d’abord elle doit être du genre zéro, et doit avoir une intégrale 
de première espèce, soit 


RS, 


v S: 
que l’on pourra former. L'intégrale générale de équation 
(1) B dx — Ady =o 


devra être algébrique; on sait d’ailleurs qu’elle sera de la forme 
Rez, Vs a Je À, 


R étant rationnelle. [1 devra y avoir deux courbes mobiles, du genre 
zéro, d’intersection de ce faisceau avec la surface. 

Il faudrait trouver R, c’est-à-dire savoir reconnaitre si l'équation (1) 
admet une intégrale algébrique. Ici peut intervenir très utilement la 
considération des cycles linéaires de la surface. 

Le nombre des cycles effectifs d’une surface dont les coordonnées 
s'expriment uniformément en fonctions rationnelles d’un paramètre 9, 
eten fonctions doublement périodiques d’un second paramètre w, est 
évidemment égal au nombre des cycles distincts dans le plan de la va- 
riable uw, c’est-à-dire égal à deux. Réciproquement, si l’on a constaté 
que le nombre des cycles de la surface donnée est égal à deux, Vinté- 
vrale de première espèce aura seulement deux périodes, et alors Fé- 
quation (1) aura nécessairement son intégrale algébrique. 

On peut encore recourir à une autre considération qui dispensera de 
faire l'étude des cycles linéaires. La surface doit avoir deux intégrales 
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distinctes de seconde espèce, et deux seulement. On cherchera donc 
les intégrales de seconde espèce de la surface proposée; s’il y en a deux 
distinctes, on sera assuré que la surface possède deux cycles linéaires 
effectifs, d’après le théorème démontré au Chapitre IT, que le nombre 
des intégrales de seconde espèce est égal à celui de leurs périodes. 


17. Nous avons précédemment supposé que, parmi les trois périodes, 
il y avait au moins une période polaire. On peut, a priori, se demander 
sil ne pourrait arriver que les deux intégrales fussent de seconde 
espèce, en possédant toujours trois périodes. 

Nous allons voir, par une marche indirecte, que cette circonstance 
ne peut se présenter. 

Écrivons les deux équations 


(ASE =) 
[ Pdz+ Qdy=u, 


x 


ff Pide+ Qudy =. 


Tout d'abord, quand (x, y, =) tendra vers un point-d@’une courbe 
irréductible C, pour laquelle w ete sont infinis, le rapport = tendra 
vers une constante, indépendante de la position du point sur cette 
courbe. Si, en effet, variait avec la position du point (a, y, z) sur la 
courbe C, quand w et ¢ augmenteraient indéfiniment, le rapport = ten- 


dant vers une certaine limite d’ailleurs arbitraire, +, y, z tendraient 
vers des valeurs déterminées, et, par conséquent, x, y, z seraient des 
fonctions rationnelles de wu ete; les intégrales n'auraient pas de pé- 
riodes. 

Cela dit, considérons un cas particulier d’inversion de deux inté- 
erales de seconde espèce. Prenons, à cet effet, les deux équations 














dx | dy 
RCE — = du, 
Vei—a)i—Ra) VyG—y)G—Æ)y) 
zur y dy 














je | 
Vei—a)a—Re) VyG—-nG—Æ)) 


ï 
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Elles donnent pour x + y etxy des fonctions uniformes de u et ©. 
Ceci nous conduit même à un résultat assez curieux; c’est que, en 
posant encore 


Xi nist Va 
Y= LY, 


Lr fo — x) G—kx)+VyG—y)( — hey), 








nous retombons encore sur notre surface 
BOX” V7) «0 


du n° 45. On peut donc, pour cette surface, exprimer d’une tout 
autre manière que précédemment X, Y, Z par des fonctions uniformes 
de deux paramètres. 

On conclut de ce qui précède que la surface F possède, outre Pinté- 
erale de première espèce, une intégrale de seconde espèce non ration- 
nelle en X, Y, Z. 


Désignons ces deux intégrales par 


{ RdX+Sdy et [RaX+S,dv 


et soient 
, W, 


! 


W,, ©, 
leurs périodes. 
Revenons maintenant aux deux intégrales de seconde espèce 


u = 1 P dx + Q dy, 
o= Pi dx +Q,dy, 


intégrales ayant deux ou trois périodes. 
Soit C une courbe pour laquelle & et ¢ sont infinies, mais de telle 


4 ’ = . dl . 
manière nécessairement, comme nous l’avons dit, que le rapport ;, Sout 
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fixe, quel que soit le point de C. On voit de suite que les intégrales ne 
peuvent être que simplement infinies le long de C, dans lhypothèse 
où les équations précédentes donnent x, y, = fonctions uniformes de w 
ele (j'entends par là que les points de rencontre de C avec un plan 
quelconque sont seulement des pôles simples pour l'intégrale ordinaire 


ul ! 
correspondante); de plus, — restant constant le long de C, on pourra, 
Vv 


par une combinaison linéaire convenable, faire en sorte que wu reste 
fini pour la courbe C. Ensuite, en prenant A? convenablement, nous 
pouvons supposer que wa les périodes w et w’, puis enfin, en effectuant 
encore une combinaison linéaire convenable, que ¢ a pour périodes w, 
CL Op ; 


Cela fait, nous considérons les équations 
NT 2) 


[ P dx Er. Q dy == { R dX + S Xe 


Le e 
(45,5 2) 


[ P,de + Qidy= | R,dX +S, dY. 


e/ e 


(4, ¥;, 7) 


CLD 2) 


æ, y, = sont des fonctions uniformes de X, Y, Z; ceci est évident, 
mais il faut montrer que ce sont des fonctions rationnelles, c’est-à-dire 
qu'il n'y a pas de singularités essentielles. Étudions ces équations sous 
la forme 


(Xi, 9, Z 


Z) A 
Pdr+ Qdy= f Z + TES 
F J vVla—t)y(1— Fe) J V9(1—89) (1— £70) 


/ XY, % P,dx + Olay / : tdt a / ‘a 
Vér—t)(1—F24) J V(r — 0) (1 #8) 


faisons tendre (x, y, 3) vers un point de la courbe C, dont il a été 
parlé plus haut; w restera finie, ¢ augmentera indéfiniment. Or, u 
restant finie et ¢ augmentant indéfiniment, on a pour ¢ et 9 des quan- 
tités déterminées (à la symétrie près) dont l’une est infinie. Réciproque- 
ment done, pour £ infini et 9 arbitraire, x, y, = ont des valeurs déter- 
minées, et les lignes ¢ infini, 9 infini ne correspondent pas à des 
singularités essentielles. 
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Donc x, y, z sont des fonctions rationnelles de X, Y, Z. 

On en conclut que X, Y, Z sont des fonctions algébriques de x, y et z. 
Par suite, les deux intégrales de seconde espèce, dont Vinversion se 
faisait par hypothèse d’une manière uniforme, et qui avaient soit deux 
ou {rots couples de périodes ne peuvent en avoir que deux. 

Donc le cas où l’on a deux intégrales ayant trois couples de pé- 
riodes est complètement épuisé par Vunique cas étudié (n° 15 et 
suivants ). 


VI. — (Cas ou LES INTÉGRALES ONT MOINS DE TROIS PÉRIODES. 


18. La discussion des autres cas sera bien rapidement faite. Sup- 
posons d’abord que les deux intégrales soient de seconde espèce; c'est 
le cas que nous venons d'étudier au paragraphe précédent. Il rentre au 
fond dans le cas où l’on aurait trois périodes. 

Nous pouvons donc supposer qu'il y ait au moins une période po- 
laire. Comme type nous prendrons la dégénérescence signalée au 
n° 14, et qui est plus complète encore que celle de Rosenhain. 

Soit, pour 


[Pde + Qdy et [ P,dr + Qudy, 


o et w cette période polaire. 
Nous poserons 


Blais 








à lu a ds 
Pdx + Qdy= = | DRE er 
fi <9 (u—c)V(u—a)(u — ay) (p—c)V(r— a )(e — az) 
A EES DATE 
P,dx+Q,dy= dk at sah fib + aile) ne 
(u—b)V(u— a; )(u — az) (v— b)V(¢ — a) (° — az) 


on peut supposer que les périodes polaires correspondant a u = b, 
dans le second membre, sont 


Oppel.) 0) < 
on peut supposer ensuite, en prenant encore convenablement « et 6, 


que la seconde période du second membre, pour ¢ = €, coincide avec 


Journ. de Math. (4° série), tome V. — Fasc. Il, 1889. 02 
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le second système de périodes de l’intégrale. Dans ces conditions, x, y, 
z sont des fonctions uniformes de u + + et ue. On montrera, en suivant 
un mode de raisonnement déjà fait, que le point uv = b, quel que soit 
le signe du radical, n’est pas un point singulier essentiel. 

Que se passe-t-il pour u = €, 9 étant arbitraire? S'il y a une seconde 
courbe logarithmique, correspondant au second système de périodes, 
il n’y aura aucune difficulté, et il n’y aura pas de singularités essen- 
lielles dans la correspondance biuniforme. Le seul cas qui puisse arrêter 
est celui où il y aurait une courbe rendant infinies (non d’une manière 
logarithmique) les deux intégrales; nous avons dit que, dans ce cas, 
le rapport des intégrales doit être constant pour les points de cette 
courbe; par conséquent, en faisant une combinaison convenable, nous 
aurons une des intégrales restant finie. Considérons donc 


PAT) 
fi Pda) ay — U, 


Bly V2) 
[ Dadar Orava iV, 


LA 


U restant fini pour les points d’une certaine courbe C, qui donnent 
V =~. Il est immédiat que x, y, z ne peuvent être que des fonctions 
rauonnelles de V, puisque, pour U fini, on a x, y, = fonctions uni- 
formes de V et parfaitement déterminées pour V infini. Considérons 
maintenant une certaine courbe logarithmique ['; une combinaison 
linéaire de ces deux intégrales n'aura pas de période polaire : il est im- 
possible que cette combinaison se réduise à U, car alors on aurait une 
fonction rationnelle de V qui serait périodique. Soit donc V, comme 
nous pouvons le supposer, cette combinaison; x, y, 3 sont, par suite, 
des fonctions rationnelles de V, les coefficients étant des fonctions de U 
ayant une certaine période. Il n’y a pas, par hypothèse, d’autres 
courbes logarithmiques, ou du moins, s'il y en a, elles donnent au signe 
près la mème période polaire que celle que nous venons d'envisager, 
el pour toutes celles-ci U sera finie comme pour l. En dehors de ces 
courbes, il peut y en avoir d’autres analogues à la courbe C, pour les- 
quelles U et V soient infinies; il y aura, comme nous l’avons déjà dit 
plusieurs fois, une combinaison des intégrales qui restera finie; si cette 
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combinaison est différente de U, on en conclura que x, y, 3 sont fonc- 
tions rationnelles de U et V; si elle coincide avec U, il en résultera 
que U deviendra infinie seulement pour la courbe logarithmique F et 
ses analogues : donc a, y, = sera fonction rationnelle de e“” et V, a étant 
une constante convenable; nous avons donc seulement alors une seule 
période. 

Nous avons ainsi examiné toutes les hypothèses qui peuvent se pré- 


senter quand l’inversion des deux intégrales doit donner des fonctions 
uniformes. 


19. Nous avons énoncé (n° 15) que, dans le cas des courbes algé- 
briques, toute transformation biuntforme était nécessairement bira- 
tionnelle. On peut l’établir de la manière suivante : 

Soient deux courbes algébriques 


f(æ,y)=0, FOX SEE 


Il existe, par hypothèse, entre (a, y) et (X, Y), une transformation 
biuniforme n’ayant d’autres singularités possibles que des points essen- 
tiels isolés ; il faut montrer que, dans cette hypothèse, la transforma- 
tion est birationnelle. 

Soit zc =a, y = b un point singulier essentiel de la transformation; 
on peut toujours supposer que ce point est un point simple de la courbe 
algébrique. 

Dans ces conditions, X et Y seront des fonctions uniformes de x 
dans le voisinage de x =a, ce point étant un point singulier essentiel 
de ces fonctions; soit 


A une valeur de X correspond dans le voisinage de x = a une infi- 
nité de racines de l'équation 
X= q(x), 


d’après un théorème que j'ai démontré autrefois ; pour ces racines, la 
fonction Ÿ(x) ne pourra avoir qu'un nombre limité de valeurs, celles 
qui satisfont à l'équation 


OCR D ETS 
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done à un point arbitraire (X,Y) de la courbe F se trouve corres- 
pondre une infinité de points (x, y) de la première dans le voisinage 
de «=a, y =); la substitution ne serait donc pas biuniforme. Le 
théorème est par suite établi. 


CHAPITRE IV. 


CORRESPONDANCE ENTRE DEUX SURFACES. 


lL. — SURFACES DE GENRE SUPÉRIEUR A UN, ADMETTANT UNE SÉRIE INFINIE 
DISCONTINUE DE SUBSTITUTIONS BIRATIONNELLES. 


4. Nous avons considéré le cas d’une substitution birationnelle 
renfermant un paramètre arbitraire. Des surfaces peuvent-elles se trans- 
former en elles-mêmes au moyen d’une infinité de substitutions bira- 
tionnelles qui ne dépendent pas nécessairement d’un paramètre arbi- 
traire ? C’est la question à laquelle nous allons répondre en supposant 
le genre de la surface supérieur à l’unité. 

Considérons la surface d’ordre m 


(1) J(&,y,3)=0 
de genre p, et soit 
A,Q(x,7,3) + A:0Q(%,y,3)+...+ A,Q,(x,7,3) 


le polynôme adjoint d'ordre (m — 4) avec ses p constantes arbitraires 
A,, As, .cos7ipee CUVisaeenamiinace 


(2) A,Q.(@,y, 2) + A:Q,(x,7,3) +... + A,Q,(x, y, 2) =0. 


A quelle condition cette surface sera-t-elle tangente à la surface 


T0? 
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En écrivant qu’en un point (#,y,z), commun aux surfaces (1) 
et (2), les deux surfaces sont tangentes, on obtient deux équations. En 
éliminant +, y, z entre ces deux équations et les équations (1) et (2), 
on obtiendra la condition 


GIA Sandee ty A = 0. 


À étant un polynôme homogène en A,, Ag, ..., A,. Ceci exprime, bien 
entendu, la condition pour que la surface (2) soit tangente a la sur- 
face f, en un point (a, y, z), situé en dehors des lignes ou des points 
multiples de cette surface. Les coordonnées (x, y, 3) du point de con- 
tact seront des fonctions rationnelles de A,, A,,..., A,. 


RÉ AY, AS... A) 
y=—=R,(A,;,A;, ET Ap); 
eet ite (As Aggy a gg Je 
‘ffectuons sur f une substitution birationnelle la transformant en 
elle-même; la surface (2) deviendra évidemment 


A! / mG 
pam). ALO, =o, 
e 
les A’ étant des fonctions linéaires homogènes des A, et l’on aura 
! ! ! 
PEAR Aly. ERA) =O. 


Par suite, à toute substitution f transformant la surface en elle- 
même correspond une substitution linéaire È effectuée sur les A et 


pour laquelle 
LPT RONG SS, 


se reproduit a un facteur près. Inversement, considérons une substitu- 
- tion & effectuée sur les A et pour laquelle la forme se reproduit à un 
facteur près; nous avons d’une part 


TLC AR AS A), 
a R.(A,, Aa, cs A); 
z = R,(A,,A;,,...,A,), 
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et soit, d'autre part, 


te DORA RE AS), 
yee Ry CAMA Ur AN) ; 
Bite SALE ee À). 
Soit p supérieur ou égal à quatre; considérons les équations 
ZA;Q;(x,Y, 3) —0, 
= ES ZA; ai SA; IQ: 











Ov 05. 
@) DNS 
dx oy Oz 
faisons, pour fixer les idées, A, = A,=...=A,=0; ces équations 


nous donnent pour A,, A,, A,, A, des fonctions rationnelles de x,y, 3; 
les A’, qui sont des fonctions linéaires des A, sont alors des fonctions 
rationnelles de x, y, 3, et, par suite, x’, y’, =’ deviennent des fonctions 
rationnelles de a, y, 3. 

D’autre part, la substitution considérée permettra d’exprimer quatre 
des A’ au moyen de A,, A,, A;, A,; et par suite, p — 4 des A‘ au 
moyen des quatre autres que nous désignerons par A,, A, A,, A. On 


e 


a d’ailleurs 


Me tery os) =O 
ES hl ae eae 











x, PO RE ee} Os’ 
ie Te 
ox’ dy! 0z' 


el ces équations nous donneront pour A‘, A‘, A’, Aj, et, par suite, pour 
tous les A’ et, enfin, pour les A des fonctions rationnelles de x’, y’, z’. 
Nous voyons donc que x, y, 3 sont aussi fonctions rationnelles de 
LVL 

Ainsi, à toute substitution linéaire © effectuée sur les A et laissant 
invariable l’équation 


RO AS ITS MS) 0 


correspond une substitution birationnelle de la surface en elle-même. 
Cette substitution ne sera pas nécessairement unique; nous aurions pu 
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donner a A,,..., A, des valeurs arbitraires, mais, et c’est la un point 
essentiel pour la suite, si les substitutions S correspondant à une substi- 
tution Ÿ sont en nombre infini, elles renferment nécessairement au 
moins un paramètre arbitraire. 

Ceci posé, supposons que la surface f puisse être transformée en 
elle-même par une infinité de substitutions birationnelles. A chacune 
de ces substitutions 5 correspond une substitution linéaire © pour 
l'équation 


NCA, A, vey ae O. 


Nous supposons les substitutions S en nombre infini; soient d’abord 
les substitutions © en nombre fini. Alors, d’après ce que nous venons 
de dire, les substitutions S renferment au moins un paramètre arbi- 
traire ; nous sommes donc dans un des cas examinés précédemment : 
la surface du genre zéro ou du genre un, si le nombre des paramètres 
est supérieur à un, et, si, le genre étant supérieur à un, il y a un para- 
mètre arbitraire, la surface fera partie de la famille étudiée plus haut. 

Si les substitutions X sont en nombre infini, elles dépendront néces- 
sairement d’un paramètre arbitraire; car, si l’on cherche les substitutions 
linéaires € transformant en elle-même l'équation 


MONA PRESS A) 0: 


on aura un certain nombre d'équations algébriques, et si ces équations 
ne déterminent pas les rapports des coefficients des substitutions À, il 
restera nécessairement dans celles-ci un ou plusieurs paramètres arbi- 
traires; les substitutions S renferment alors au moins un paramètre 
arbitraire et nous retombons dans le cas précédent. 


2. La démonstration précédente suppose que p2 4. Une démonstra- 
tion toute semblable, quant au principe, pourra s'appliquer non seule- 
ment à ces cas, mais comprendra aussi le cas de p = 3. Considérons à 
cet effet les deux équations 


À,Q, Cr, OA QG zh A ,0,(7,Y,3)0, 
B, Q,(x,y;3)2B,Q,(x,y, 3) +...+ BiQ,(r, 2) 0; 


LS 


ces deux surfaces ont une courbe mobile d’intersection. 
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Nous chercherons la condition pour que cette courbe soit tangente a 
la surface; nous obtenons ainsi une équation de la forme 


A(A;B, A, B,,.::)=0, 


À étant un polynôme homogène en A;B,— A,B;. Quant aux coordon- 
nées (a2, y,z) du point de contact, ce seront des fonctions rationnelles 
et homogènes de degré zéro par rapport aux A et par rapport aux By 
Ceci posé, rien n’est à changer à la démonstration précédente; à une 
substitution S correspond une substitution & effectuée simultanément 
sur À et B; on considérera ensuite les substitutions © effectuées simul- 
tanément sur A et B, et laissant invariable l'équation À = 0. La cor- 
respondance entre les substitutions S et X, établie comme plus haut, 
nous conduira à la même conclusion. Mp 

[ nous reste à examiner le cas de p = 2, auquel ne s’appliquent pas 
les démonstrations précédentes. Soit 


(1) AA: (x, y; 3) + À, Q:(x, y; te) 


Péquation de la surface adjointe d’ordre m — 4. Il résulte d’une pro- 
position plus générale de M. Nœther (Math. Annalen, t. VII, p. 524), 
que la partie mobile de Pintersection se composera d’une courbe irré- 
ductible de genre un. 

Une substitution transformant la surface en elle-méme transformera 


(i) en 
(2) B, O;-.-5,0, = 0, 


B, et B, étant des fonctions linéaires de A, et A,. Soit C, la courbe (1) 
et soit C la courbe (2). Si nous cherchons à quelle condition les deux 
courbes de genre un, C, et Cg, se correspondent point par point, ou bien 
nous aurons une relation algébrique entre 


ee) 


A, 


Re L 





1 
2 
2 


w 


ou bien toutes les courbes auront méme module, et alors deux quel- 
conques se correspondront point par point. 
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Que l’on soit dans l’un ou l’autre cas, soient C, et Cg deux courbes se 
correspondant; on aura, pour la transformation de la première en la se- 
conde, 


‘ A, B, 
— ¢(a 5 Vs EVE B, 1,0), 
, A By 
(a) { y (a Ae a = 


6 Ay 
5 = 92( 0,1 5,5 mo 


| 


sn 


A, b; 
les & étant rationnelles en x, y, z et algébriques en — et =*; avec le para- 


FRE 
Mir 0 que l’on peut supposer entrer algébriquement. 
AY AT VAT | B, eas! 
Si done on remplace << par — nee B, Par — pou), 
À, Orla e) OH yes) 


toutes les transformations de la surface en ere devront rentrer 
dans le type (x), où figure l'arbitraire 0. Il devra donc arriver que, pour 
un nombre infini de valeurs de 9, les équations («) donneront une sub- 
stitution birationnelle. Or ceci est impossible; car, 0 entrant algébri- 
quement, pour exprimer que «’, y’, s’ données par les relations (x) 
sont fonctions rationnelles de (x, y, =), on n’a à écrire que des condi- 
tions qui s'expriment algébriquement. Si donc les équations (x) don- 
nent une substitution birationnelle pour une énfinité de valeurs de 0, 
il devra en être ainsi quel que soit 9, et l’on rentrera alors dans les sur- 
faces étudiées précédemment. 
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 


Les seules surfaces de genre supérieur à un admettant une 1n- 
finité de transformations birationnelles sont celles qui admettent 
une suile continue de transformations avec un paramètre arbi- 
traire, et dont nous avons précédemment fait l'étude. 


IT. — Sur LA CORRESPONDANCE POINT PAR POINT DE DEUX SURFACES 
DONNÉES. 


5. Étant données deux surfaces f et F, de genre au moins égal à 
deux, il est facile de reconnaître si ces surfaces se correspondent point 


Journ. de Math. (4° série), tome V. — Fasc. II, 1889. = a3 
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par point; c’est une question qui peut se traiter de diverses manicres. 
Avant de nous occuper des surfaces, reprenons d’abord la même 

question pour les courbes algébriques. Supposons que le genre p des 

courbes soit supérieur à deux; nous prendrons alors, sur la courbe , 

(p — 2) points arbitraires 


CASA Pigs si CE ae 


et nous considérerons le faisceau des adjointes d’ordre m — 3 (m étant 
le degré de f) passant par ces points. Soit 


A, Q, ci A, ANE = O 


: A ° e IN a \ . _~ 
ce faisceau avec le paramètre arbitraire > les coefficients de Q, et 
Hy 1 0 


Q. dépendant, bien entendu, de (x,,y;}, ..., (Lp-2) Yp-2). Considé- 
rons alors, avec Brill et Nœther dans leur Mémoire, devenu classique, 
sur les courbes algébriques (Math. Annalen, t. VIL), l'équation 


(1) Ci AS) ——.0; 


donnant les courbes de ce faisceau tangentes à f'; son degré bien connu 
est égal à 4p — 2. 

Soit maintenant la courbe F que l’on suppose correspondre point par 
point à la première; soient (x Yi EVE ee) hae les points corres- 
pondants aux points de la première (7, y),..., (p25 Yp-2)+ On aura 
le réseau 

) ! 4 ie oo Ÿ 4 nt 
BOB Q..=0, 


et l'équation correspondante de contact 
(ze) DD AD) 0. 


Les équations (1) et (2) peuvent étre transformées l’une dans 
l’autre par une substitution linéaire convenable effectuée sur B, et By. 

Tel est, en changeant seulement la forme, le point de départ de 
MM. Brill et Nœther dans l'étude si importante des modules des courbes 
algébriques. 
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Je dis que nous pouvons en tirer la réponse à la question posée rela- 
tivement à la correspondance des deux courbes f et F. 

in effet, les deux formes binaires (1) et (2) étant équivalentes, nous 
pouvons égaler leurs (4p — 5) invariants absolus. Ceux-ci sont évi- 
demment des fonctionsrationnelles de(x,,y, ), (@2,%2),-+-)(Lp—2) ¥ p-2) 
pour la première forme, et pareillement de (#,, y,),... pour la se- 
conde. 

Nous pouvons done écrire 4p 45 équations, parfaitement détermi- 
nées, de la forme 


7 \ ey? ! 1 ! ! 
(E) (UTP D ee 955 pos) = LCL Pie mi y) 


Nous pouvons même encore obtenir une autre relation entre les (x, y) 
st PX à AT: 
et les (a AS : 

En effet, quand les équations (E) sont vérifiées, les deux formes ® 
et © pourront se transformer l’une dans l’autre, et cela, en général, 
d’une seule manière. On aura donc la substitution 


pee Bi =i Bs, 
A= 7B, + oB,, 


les «, 8, y, à étant des fonctions rationnelles des (x, y) et des (x’, y’). 

Ainsi se trouvera déterminée la substitution linéaire qui fait corres- 
pondre une courbe quelconque du faisceau des adjointes de f passant 
par les (a, y) à une courbe du faisceau des adjointes de F passant par les 
(x, y’). Or considérons dans le premier faisceau la courbe tangente à 
fen(x,,y,); son équation sera parfaitement déterminée. D’autre part, 
dans le second faisceau la courbe tangente en (a, y',) sera de même 


A 
A 





déterminée. A la première courbe correspond une valeur de — et a la 


PART, 1. ; 
seconde une valeur de Tee En écrivant que 
2 


A; aB, + 6B, 


AS Biz By? 


nous obtenons une nouvelle équation, qui est symétrique en 
5 , ! 1 / 
(ia Vo )s ++» (2m) Gd Une partoet en 1(,, 9.) ny (Beso Vos) 
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(autre part, mais où (æ,,y,) et (x,, y,) jouent un rôle à part. Appe- 
lons cette équation (d); on pourra la mettre sous la forme 


(d) OCT, Vi Las Von OO) AU Vi, yess AM Von 


4. En partant de p adjointes arbitraires dans l’une et l’autre courbe, 
nous pouvons former les équations (E) et l'équation (d). En se donnant 
arbitrairement (a,,Y,),+++»(®p-o»Yp-2), On doit pouvoir déduire de 
ces équations les valeurs des (x', y’). Pratiquement on opérera de la 
manière suivante : on supposera, comme il est évidemment permis, les 
p — 2 points (x,y) confondus et pareillement alors les p — 2 points 
(a, y’). On aura alors à la place des équations (E) et (d) un système 
d'équations entre (x,,y,)et (x, HIDE et ces équations devront donner 
(æ,,7,) en fonctions rationnelles de (x,, y,) et inversement. 

On a donc là une méthode régulière pour reconnaitre si deux 
courbes se correspondent point par point, et pour trouver la substi- 
tution birationnelle quand elle existe. 

Remarquons incidemment que des dernières équations se tire de 
suite la démonstration de ce théorème qu’une courbe (p > 2) ne peut 
admettre une infinité, continue ou discontinue, de transformations, 
puisque le nombre des transformations tirées de ces équations ne peut 
ètre que limité. 


d. Revenons maintenant aux surfaces algébriques, et cherchons de 
quelle manière les considérations précédentes peuvent être étendues 
aux surfaces algébriques. 

Prenons sur la surface (p — 1) points 


(a, yan cis (HE Perso). QAR AT GTS, Ve 


Le réseau des surfaces adjointes passant par ces points contient deux 
arbitraires; soient Q,, Q:, Qs trois polynômes adjoints, linéairement 
indépendants, s’annulant pour ces (p — 3) points. Désignons, d’une 
manière générale, par courbe GC une courbe (mobile) intersection de 
deux surfaces adjointes. Il y a une infinité de courbes C passant par les 
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(p — 3) points considérés; leurs équations peuvent s’écrire 


QO; Games) 9, 27,7,5) . 93(2,7,2) 
À rt n = y ! 


A, uv, y étant arbitraires. Parmi ces courbes C, il y en a une infinité qui 
sont tangentes à la surface, et la condition pour qu'il en soit ainsi 
s'exprimera par une équation 


PA, u,v) =o, 


P étant un polyôme homogène en A, x, v etirréductible. Nousne com- 
prenons pas dans P les p—3 expressions linéaires en A, 14, y corres- 
pondant aux courhestanrentesen (x,,7::25); 141, (@poas¥ pay 206 ); 
ni les relations entre À, 4, y correspondant aux courbes C rencontrant 
les lignes multiples de la surface. 

Le degré a du polynôme P est un invariant, puisque, quand on passe 
d’une surface à une autre qui lui correspond point par point, les poly- 
nômes Q se transforment linéairement. A cet invariant, nous pouvons 
en associer deux autres; si l’on considère l’équation P comme représen- 
tant une courbe en coordonnées homogènes, ou un cône, cette courbe 
aura 

à points doubles, 


x points de rebroussement. 


Ces nombres sont des invariants, car un point double correspondra 
à une courbe C tangente deux fois à la surface, et un point de rebrous- 
sement a une courbe C ayant avec la surface un contact de second ordre 
et le nombre de ces courbes est manifestement le méme pour deux sur- 
faces se correspondant point par point. 

Soit maintenant une seconde surface algébrique correspondant point 
par point à la première. Si on considère les points 


(a Wig 5) may, TNS, pe Foal 


correspondant at aig a) (Tps ins), ON-Aura Unevequa- 
lion 


Ey, (X, u,v’) = 0, 
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Les deux courbes (si l’on veut employer le langage de la Géométrie 
plane) 


PARU) 0. 
PLEO vas 0 


seront de même ordre @ et auront à points doubles et x points de rebrous- 
sement. 

On doit pouvoir passer de l’une à l’autre par une substitution homo- 
oraphique. 

On pourra donc écrire un certain nombre de conditions, revenant à 
l'égalité de certains invariants pour Pune et l’autre courbe, qui seront 
par conséquent de la forme 


/ 


E) | LD Vis ei DO ns pes) 
(1% 
! ' ! , ! 2 \ 
| WY 13 ER pear) pear = 30e 
Nous pouvons encore obtenir deux autres relations entre les (257565 
evles (Way sc): 
A cet effet, considérons l’un des points, soit (x,,7,,3,). Il y a une 


infinité de courbes C tangentes à la surface en (x,,Y,,3,) et la relation 
A, u, y est évidemment linéaire, soit 


(a) Ak+ Bu + Cv=o, 


et pareillement en (x,,Y,,3,), nous aurons pour l’autre surface 


— 
D 
Vus” 


AN +B,u'+ C,v’ =o. 


La substitution linéaire qui transforme la courbe P en la courbe P, 
devra transformer l'équation (1) en l'équation (2), et, comme ce fait 
s'exprimera toujours en écrivant l'égalité d’invariants communs aux 
deux couples de formes, on aura deux nouvelles relations de la forme 


(d) ce 


SAN Vie Seb ta LV 


! 


Nr ‘ 
pe (Ti Vs Tao ee 5 Lpess Vp-3 3p-3 ) 
| 
\ 


p-37 TE iF, 
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à et A étant rationnelles et symétriques par rapport aux indices 2,3, 
P—3; mais (x,, y,, 3,) et (æ,, ¥,, z,) jouant un rôle à part. 

En partant de p points arbitraires dans deux surfaces données, on 
pourra former les équations (E) et (d). En se donnant arbitrairement 
les (x, y, =), on doit pouvoir déduire de ces équations les (x, y’, 3°), si 
les surfaces se correspondent point par point. 

Ceci entrainera manifestement un certain nombre de conditions. 
Quand elles seront remplies, on pourra, en général, tirer de ces équa- 
tions des valeurs pour les (x’, y’, 3’); ainsi l’on pourra éliminer 


CA AA) à a À EE) 


et avoir des équations où ne figure plus que (x°,y,,3,). On aura donc 
à voir si (æ,,Y,, 3,) ainsi déterminés sont fonctions rationnelles de 
(Zi, Yi, 31), point sur lequel il n’y a pas d'indications générales à 
donner, mais qui dans la pratique ne présentera pas de difficultés. 

Ainsi donc, en général, on pourra reconnaitre la correspondance des 
deux surfaces et trouver la substitution exprimant cette correspondance. 

Nous disons, en général : quel pourrait être le cas d'exception où la 
marche suivie serait impuissante à conduire au résultat? Ce serait le cas 
où des équations (d) et (E) on ne pourrait tirer, après l'élimination de 
(t,, Ve) (Lo BY p55 -3)1 qu une seule équation pour trouver 
(æ,,Y,,23,). Dans ce cas tout spécial, nous aurons recours à une autre 
méthode, que nous allons exposer, méthode plus générale même que 
la précédente, puisqu'elle s'applique encore au cas où p = 3. 


6. Soient Q,, Qs, ..., Q,etQ, Qi, ..., Q, les ppolynômes adjoints 
pour Pune et l’autre sur pee. - la correspondance cherchée doit être de 
la forme 








Q:(æ,v,5) _ AQ) (2,72 nae Ay Que pO) 
xe 3 
Qi( 29,3) BO + Bg ( su The + B20, 
Qr(@, 7,5) _ GQ, +GQ, +... + Cp Q, 
O1( 2,7, 4) D D/0; + B:Q, + + B,Q, 
Q: ., Qs 
les A, B, C étant des constantes convenables. Si done et ne 
mod él 
sont pas fonctions l’un de l’autre, on peut tirer de là (x, y, =) en fonc- 


262 E. PICARD. 


tions algébriques de (x’, y’, 3°). On aura donc à reconnaître si l’on peut 
choisir les constantes A, B, C de manière que x’, y’, 3’ soient des fonc- 
tions rationnelles de x, y, 3 et inversement. On voit que la méthode 
précédente avait sur celle-ci l'avantage de n’introduire dans le calcul 
aucune indéterminée; par contre, nous pouvons ici étudier complète- 


Q 


ment le cas exceptionnel. Celui-ci est relatif à l'hypothèse où 0, et 
1 


©). 


seraient liées par une relation. 


Sad 





Ainsi, Q,, Q:, Q, désignant trois polynômes adjoints quelconques 
de la surface /, on suppose que l’on a la relation 


v (3 Qs\ =) 

Qi Q1/ 
L étant nécessairement un polynôme, et cela pour tout point (x,y,z) 
de f. Considérons la surface 


Q, — AQ,=0. 


LS 


Quand À varie, elle coupe f suivant une certaine courbe C mobile 
avec À. | 

Prenons un point sur cette courbe C, et un autre point en dehors; 
nous pouvons déterminer le polynôme adjoint Q, de telle sorte qu'il 
s’annule pour ces deux points. Q, étant ainsi déterminé, reprenons 


l'identité supposée 
0. 
el (& es —— oO. 
ï 4 ‘a =) 


Quand (x,y,z) décrit la courbe C, Q, reste constant et égal à zéro; 
done 
Q,;=0 


coupe la surface / suivant la courbe C; mais en même temps il doit y 
avoir une autre courbe (intersection, puisque la surface Q, passe par 
un point de f qui n’est pas sur C. Ainsi done Q, = 0, qui est une adjointe 
arbitraire, coupe la surface suivant une courbe décomposable. 

Nous nous sommes déjà trouvé précédemment dans ce cas, où une 
adjointe quelconque coupe la surface suivant plusieurs courbes va- 
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riables. Nous avons dit alors que ces courbes variables étaient toutes 
du genre un. 

Dans ce cas particulier, la recherche de la correspondance des deux 
surfaces f et F se fera sans difficultés, en raisonnant sur les deux sur- 
faces fet F, comme nous avons raisonné sur une seule surface au n° 4 
du troisieme Chapitre. Nous avons sur les deux surfaces deux réseaux 
de courbes de genre un, qui doivent se transformer l’un dans l’autre. 

Il a été supposé, dans ce qui précède, que p était au moins égal à 
trois. Le cas de p = 2 peut se traiter comme le cas particulier qui pré- 
cède; il rentre en effet dans ce cas, car nous savons que, pour p = 2, 
toute adjointe coupe la surface suivant une courbe du premier genre ("). 


7. Ainsi, étant données deux surfaces de genre supérieur à un, 
nous savons reconnattre si elles se correspondent point par point; 
mais nous n'avons pu traiter, en général, la même question pour les 
surfaces du genre zéro ou un. Nous dirons seulement à ce sujet qu'une 
condition nécessaire se trouvera exprimée par légalité du nombre des 
cycles à une et deux dimensions de la surface. 


> 


CHAPITRE Y. 


QUELQUES APPLICATIONS AUX ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


I. — GÉNÉRALITÉS. 


4. Nous allons nous occuper principalement, dans ce Chapitre, des 
équalions différentielles de la forme 


HR Ver 
(1) f(y, % Fz) =o 


(1) On remarquera que la méthode employée dans ce paragraphe peut évidem- 
ment aussi étre employée pour étudier les transformations d’une surface en 
elle-même, et qu’il en résulte de suite une nouvelle démonstration du théorème 
démontré dans la première Section de ce Chapitre. 


/ 
Journ. de Math. (4° série), tome V. — Fasc. IT, 1880. 34 
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f étant un polynôme en y, 4Y et LT. La variable indépendante ne fi- 
dads 

gure pas dans l’équation qui, par suite, se ramène à une équation du 

premier ordre, mais nous voulons garder l’équation sous cette forme, et 

c’est du cas où l'intégrale générale de cette équation serait une fonction 

uniforme de x que nous allons nous occuper. 

Supposons donc que l'intégrale générale de l’équation précédente 
soit une fonction uniforme de x, n’ayant que le seul point « comme 
point singulier essentiel; soit y = P(x) une intégrale quelconque. 

Pour une valeur de x, qui ne soit pas un pôle de P(x), on pourra, 
pour À suffisamment petit, développer P(x + h), 


P(x+h)=P(x) +4 P'(x) +... 


et les coefficients des puissances de / seront des fonctions rationnelles 
de P(x), P'(æ) et P’(x). Par suite, P(x +A) est une fonction uni- 
forme de P(x), P'(x) et P’(x), qui sont d’ailleurs liées par la rela- 
tion (1), du moins dans le voisinage d’un système de valeurs de P, P’ 


. 0 
et P’ finies, et n’annulant pas ae 0, 


L'élément de fonction du point analytique (P, P’, P”), ainsi déter- 
miné, s’'étendra manifestement de proche en proche; on obtiendra ainsi 
une fonction analytique uniforme de (P, P’, P”), d’après l'hypothèse 
faite que lintégrale P(x) est une fonction uniforme. Nous pouvons 
done écrire | 


| P (a@+h)=9[P(x), P(x), P(x), Al, 
(2) | P'(a@ +h) =$[P(x), P(x), P(x), A], 
P'(x + h)=y[P(x), P(x), P(x), h], 





9, Yet y étant des fonctions uniformes du point analytique (P, P’, P’) 
et de À. 

Des équations (2), on peut évidemment tirer P(x), P'(x) et P'(x) 
en fonctions uniformes de [P(x +), P(x +), P'(x + h)]. La 
transformation (2) est donc biuntforme. Mais nous avons déjà dit que, 
entre les points de deux surfaces, pouvaient exister des transformations 
biuniformes qui ne sont pas birationnelles. Prenons comme exemple 
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d'équations qui conduisent à une transformation (2), qui ne soit pas 
birationnelle, l'équation 

Pp MAD CEE rg We 
eo I he aaah 
ona 
47) Les: Ce”, 
et l’on trouve de suite 


Bs a 


P(x+h)=P(x) pie Pia) 


C’est le cas où cette transformation biuniforme serait birationnelle 
que nous allons d’abord traiter. 


2. Dans tout ce qui va suivre, la transformation biuniforme (2) est 
donc supposée birationnelle. La sur face 


AT D iO 


admet donc une transformation birationnelle en elle-même, renfer- 
mant un paramètre arbitraire h. 
‘erivons cette transformation 


fe | Y= yx, 4), 
Y= 71%", A), 


et transcrivons-la de nouveau en désignant par des lettres indétermi- 
nées les divers coefficients; soit alors 


Ra NI" 
(2) Pe ¥")s 
LY"= y, 7/59”). 


Soit y une solution de Péquation /; écrivons que 


dY 
dx 


AY 


dx 


Gs) tS Cea a, ea a oe 
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Nous obtenons ainsi trois relations entre y, y’, y” et les coefficients de 
Ae ele 
Divers cas pourront se présenter (') : 
1° Les coefficients dans À, a, v dépendent d’une seule constante 
arbitraire. La forme (1) rentrera dans le type (2) ainsi trouvé. Dans 
ces conditions, les coefficients dans (1), qui sont des fonctions uni- 
formes de h, sont liés deux à deux par des équations algébriques; par 
conséquent, Y et Y’ sont liés par une relation algébrique; done l’inté- 
erale générale sera une fonction doublement périodique de h, et les 
périodes ne dépendront pas de la constante d'intégration. 
2° Les coefficients dans A, & et y dépendent de deux arbitraires, 
soient « et 8; écrivons alors 
Y =A(Y, Ys" % B)s 
YS Vs Ts % Bs 
Y= VW 5") % B)s 
y désignant une solution quelconque de l'équation f, Y représentera 
l'intégrale générale de cette équation avec les constantes « et 8. 
Deux cas peuvent se présenter : 


I. La substitution précédente ne forme pas un groupe de transfor- 
mations. Prenons alors 


M95 VV By OI") % B), 


et 


NOTA aia); PCA ARE a BAD sees 


a, Bet a,, B, étant arbitraires, expression 


(1) ALACYs Da a, B), He, Vy Hy 6, | 
sera encore une solution de l’équation; elle doit donc être de la forme 
(2) M1 Hs Vs May Bods 


(1) On reconnaitra, dans ce qui va suivre, une succession de raisonnements 
analogues à ceux qui ont été employés dans le troisième Chapitre. 
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2, et 8, étant indépendants de 2; mais, par hypothèse, la substitution 
ne définit pas un groupe de transformations, c’est-à-dire qu’on ne 
pourra pas trouver &, et 5, dépendant uniquement de (a, 8) et (x,,6,), 
de telle sorte que (1) et (2) soient identiques pour tout point y, y’, y” 
de f. On pourra cependant sûrement trouver des quantités &,, 3, indé- 
pendantes de x, de telle sorte que (1) et (2) représentent la même 
fonction de +. On aura donc ainsi, entre y, y’, y”, une nouvelle relation 
algébrique, relation qui, comme on voit, dépendra de l'intégrale con- 
sidérée y, car les quantités &, et 6, ne seront pas indépendantes de la 
constante figurant dans Vs 

Nous avons done, en résumé, une seconde relation algébrique entre 
Y,7’,7”, relation qui n’est d’ailleurs pas indépendante de lintégrale 
particulière considérée y. Il s'ensuit, par l'élimination de y” entre cette 
relation et l'équation différentielle f, qu'il y a entre y et y’ une relation 
algébrique. 

L'intégrale générale de l'équation est encore une fonction double- 
ment périodique (ou dégénérescence ). 

Appelons le cas D les cas où l'intégrale est doublement périodique 
(ou dégénérescence ). 

IT. Nous arrivons enfin au cas où les expressions À, 4,  donneraient 
un groupe de transformations à deux paramètres & et 6. Nous n'avons 
pas besoin de répéter la série des raisonnements qui ont été faits dans 
le n° 7 de notre second Chapitre. Il n'y aurait, sur ce point, rien à 
changer aux raisonnements. On verra donc, par une marche toute 
semblable, que ce groupe de transformations est permutable. 

Ainsi nous sommes conduit à cette conclusion, que la surface 


LOOM EHO) 6 


admet un groupe de transformations birationnelles a deux para- 
metres et permutables. 
Or nous avons démontré, dans le Chapitre précédent, le théorème 
suivant : si une surface 
f(x Y,3)=0 


admet un groupe de transformations birationnelles à deux paramètres 
et permutable, la correspondance entre (x, y, z) et (x’, y’, 2’) sur la 
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surface sera donnée par les deux équations 
P (x, y,z) doit Ota. 2) dy = Pala, 3) dé Oi ye 
P (2, ¥, 2) das Oa, 9, a), 2) dr +O oem 


ou, si l’on veut, par 


DER FE he Me 
fi P dx + Q dy — ip P dx + Q dy = const. 
os Yo» Zo TA = 
el 
2, Vs 


P, dx +Q,dy 


os os Fo 





Dre cote 


ce qui veut dire que (x’,y’, 3’) est une fonction de (x, y, z), telle que 
la différence qui forme le premier membre ne dépend pas de (x, y, =). 
Par suite, si l’on considère 


y> ey ae x, i> yi 
[Pdr +Qdy et [Pda + Qudy, 
Y youd aware 


ce seront des fonctions de x, A(æ) et (x) qu il sera bien facile de 
trouver. 

Si, en effet, on remplace x par x + h, (y,7',7") éprouve une trans- 
formation du groupe, et devient (Y, Y’, Y”), la différence 
VE AE 


; Pdx + Qdy —f P dx + Qdy 


, À wf aL 
Yor Yor Yo Yo Yor Yo 


xX 


ne dépend pas de y, y’, 7”, mais seulement de la transformation, c’est- 
à-dire de h; elle ne dépend donc pas de x. Ceci revient à dire que 


A(æ+h)—AX(x) et p(x +h) — p(x) 


ne dépendent pas de x, quel que soit h. 


Donc 
A(z)=ax+ a, 


u(x) = bx + 6, 


a,b, x et B étant indépendants de x. 
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Nous pouvons donc énoncer le théorème fondamental qui sult : 


Il existera pour la surface f(y, y',y") =0 deux intégrales de 
différentielles totales, telles que 


1 dx + Q CARE 


i. ae Bidet QO,dy—e, 


donneront pour y, y’ et y” des fonctions uniformes de uet v3 soil 
Mi O (tt, 03) 3 
alors Vintégrale générale de l’équation sera 
y= O(axr+a,bx+8), 


a el 8 élant des constantes arbitraires, et a et b deux constantes. 


IJ. — RECHERCHE DE L'INTÉGRALE. 


5. Nous devons maintenant nous proposer de reconnaitre, autant 
qu'il sera possible, sur équation différentielle elle-même, si cette équa- 
tion rentre dans la classe d’une intégrale générale uniforme avec une 
substitution correspondante birationnelle. 

Mais, auparavant, faisons deux remarques générales. Tout d’abord, 
si la surface 


/ 4 
as) J 10 
est de genre supérieur a l’unilé, on tire de suite une conséquence im- 
portante de ce que la surface admet une infinité de transformations 
birationnelles. Nous pouvons écrire en effet, en remplaçant x par zéro 
et h par x, 
of ar PL, Vo Vo Yo)» 
/ a ! " 
VY =VL Vo Yo Yo) 
Tr de & 0 it 
#2 7 AB Yor Nord De 


Vos Yor Yo désignant les valeurs de y, y’, y” pour x = o. 
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Désignons alors par Q,(y, y',7”) et Q,(y,7",7") deux polynômes 
adjoints d'ordre (77 — 4). En refaisant les raisonnements fails au com- 
mencement du troisième Chapitre, qui traite de la transformation des 
surfaces, on trouve immédiatement que 


Q, (y, VS sac) eu Q, (Vos ve i; F ) À 
CAT OMR 2727 0) 





d'où le théorème suivant: dans le cas qui nous occupe, le genre de la 
surface 


(1) WWM") = 0 


est zéro ou un, ou bien on a pour toute intégrale 


RETENIR 


: =a 
Q, (y, vis y? ) , 


(25) 
a élant une constante. Les équations (1) et (2) entrainent une rela- 
tion algébrique entre y et y’, et, par conséquent, les intégrales seront 
des fonctions doublement périodiques (ou dégénérescences). Dans le 
cas où les intégrales seront doublement périodiques, le module ne dé- 
pendra pas de la constante arbitraire. 

On voit donc que le cas où le genre de f serait supérieur à Punité ne 
présente aucune difficulté, et nous pouvons, par suite, supposer que le 
genre de fest égal à zéro ou à un. 

Voici une seconde remarque : Si, le genre de la surface 


Leith? het 


étant zéro ou un, celle-ci admet seulement un groupe de transforma- 
tions à wn paramètre, on aura, comme nous l'avons déjà dit (cas 1) 
pour y, y’, y”, des fonctions doublement périodiques de x avec un mo- 
dule toujours le même. 


4. Ces remarques faites, je considère d’abord le cas où le genre de f 


serait Punité, et je vais chercher dans quels cas l'intégrale générale 
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correspondra aux cas D. Si l’on se trouve dans ce cas, l'intégrale géné- 
rale sera certainement doublement périodique; elle ne peut être, en 
effet, rationnelle en +, ou fonction rationnelle de e*, puisque le genre 
de la surface est l'unité. 


Ecrivons f(y, 3,4) = 0, et soit Q(y,3,t) l'unique polynôme ad- 
joint d'ordre (m — 4). 

” y, set¢ sont fonctions doublement périodiques de x, et fonctions 
d’un paramètre a, qui est la constante de l'intégration ; d’ailleurs 


/ A 
Alu) de t=y. 


Si l’on considère alors 


Ox Ox 


<r, a pe 
Jt 


celle expression, fonction doublement périodique en w (qui sert à for- 
mer lélément de l’intégrale double de première espèce), restera finie 
pour toute valeur de x; ce sera donc une fonction de a seulement, 
puisqu'elle doit se réduire à une constante par rapport à x. 

En faisant sur « un changement de variable convenable et en dési- 
enant par a le nouveau paramètre, on pourra manifestement écrire 





: “OY Os Vy Os 
QG20 |Z 5 0) 0 














0x da da 0x. 
ti 
Or les équations 
LT) Oy 
dy== JE oe ++ ve la, 
Oz >. 3 
ad du 
Ox da 
donnent 
Oz Oyo; 
+ ae Ox FRA O(y, 5, t)[sdz—tdy]. 
MP ds dr, TT I 
Ofna 0a Ox 
done 
a Q(y, 3, ¢) (sds — tdy) 
te) a == ft as rs 2 ’ 7 Ê 


we 
Yt 
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el celle intégrale portera nécessairement sur une différentielle totale, 
car & peut être considéré comme fonction de (y, =, ¢). 

Ainsi, la constante d’intégration a peut s'exprimer par une inté- 
grale de différentielle totale attachée à la surface f. 

La relation (e) doit exprimer entre y, = et { une relation algébrique 
(voir plus bas) 


Re); C; 


R étant rationnelle, qui correspond au faisceau de courbes de genre 
un, tracé sur la surface. Si donc on peut mettre Péquation (e) sous 
cette seconde forme, on aura une équation 


RQ YY) = CG, 


et, pour achever, il n’y aura plus qu’à traiter une équation entre y ety’. 

On voit que, théoriquement, la solution n’est pas complète, puisque 
c'est seulement sous forme intégrale que nous trouvons le faisceau des 
courbes de genre un, qui correspondent aux solutions supposées dou- 
blement périodiques. Pratiquement, la relation (e) permettra, le plus 
souvent, d'achever l’intégration de l'équation. 


5. J’ajouterai encore une remarque générale concernant le cas D. 
Je dis, en premier lieu, que, dans ce cas, l'intégrale générale sera ob- 
tenue en joignant à 


FAC AID) = 0 


une équation R(y, yy’, y”) = C, ot R est une fonction rationnelle de 
¥, Vs ys C’est un point qui n'est pas absolument évident, que la con- 
stante puisse s'exprimer rationnellement (et non pas simplement algé- 
briquement) en fonction de y, y’, y”. Mais il le devient, si l’on se rap- 
pelle le théorème suivant de M. Fuchs : Quand l'intégrale générale 
d’une équation de premier ordre 


dy 
F (xy; Z) =) 
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est algébrique (F est un polynôme), on peut la considérer comme 
donnée par cette équation F et l'équation 


R (x,y, a) LE re 


Ceci admis, on n’a qu'à remplacer l'équation f par l'équation du 
premier ordre 


R étant rationnelle. 


d 
fl PsP de) ==, 


dont, dans Vhypothése admise, l'intégrale générale sera algébrique, et 
Von a de suite le résultat annonce. 
Considérons donc les équations 


KY") =, RQ YY) = CG; 


le réseau R coupe la surface suivant une ou plusieurs courbes du genre 
zéro ou un. Les équations de leur projection en y et y’ seront donc 
données par 


WA, C) = 0, 


© élant un polynôme irréductible; À et C sont liées par une relation 
algébrique 


HA C) 0: 


À est, comme C, une fonction rationnelle de y, y’, y”. 

St le genre de la relation ¥ est égal ou supérieur à un, la surface f 
aura au moins une intégrale de première espèce; on pourra chercher 
directement les intégrales de première espèce def. S'il n’y en a qu'une, 
c'est que le genre de F est égal à un, et l’on aura 


[Pa + Qdy’ = const., 


c'est-à-dire le faisceau sous la forme intégrale. S'il y a plusieurs inté- 
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grales de première espèce, deux de celles-ci étant fonctions Pune de 
l'autre, on aura, en formant le quotient des coefficients de dy ou dy’ 
dans les deux intégrales, l'équation du réseau sous forme finie. S'il y a 
deux intégrales ne dépendant pas Pune de autre, on aura les deux 
équations 


© = | P,dy Baty dys 


C Sipe dy + Qdy’, 


qui devront donner y, y’, y” en fonction uniforme de x. 
Si le genre de F est nul, en exprimant A et C en fonction d’un para- 
mètre « (uniformément), l'équation pourra s’écrire 


01%, 4) =0, 


et a, qui est fonction rationnelle de À et C, pourra s’exprimer ration- 
nellement en y, ¥’, y”, c’est-à-dire que nous remplacons le faisceau R 
par le faisceau - 


SEP SE 0 


(S étant rationnelle), qui coupe la surface suivant une seule courbe 
mobile de genre zéro ou un. 

Nous avons donc le théorème suivant : Si la surface f n'a pas d’inté- 
orale de première espèce, et si l'intégrale générale est une fonction 
doublement périodique ou dégénérescence d’une telle fonction, cette 
intégrale générale peut s’obtenir en adjoignant à / l'équation d’un fais- 
ceau 


SY) VV") = 4 


qui coupe la surface suivant une seule courbe (variable avec &). 

En particulier, dans le cas des dégénérescences, la courbe sera de 
genre zéro. On a done alors un faisceau coupant la surface f suivant 
une seule courbe de genre zéro. Il résulte alors d’un théorème de 
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M. Nother (Math. Annalen, 1. UT) que la surface sera unicursale, et 
d’une manière uniforme. Nous avons done cet énoncé : 


TA ‘equation différentielle 


MM NE) ary, 


a pour intégrale générale une fonction rationnelle de x ou de e®. 
la sur face f sera uniformément unicursale, a moins qu’elle ne pos- 
sède une intégrale de première espèce. 


Je n'ai rien de plus à ajouter sur le cas D; la solution est complète 
quand le genre de la surface est supérieur à un. Elle laisse peu à dé- 
sirer quand le genre est égal à un; mais, pour le genre zéro, c’est seu- 
lement dans le cas où la surface aura des intégrales de première espèce 
que l’on pourra tirer parti de ce que nous avons dit, pour la recherche 
effective des intégrales. 


6. Occupons-nous maintenant du cas différent du cas D. Nous 
avons établi qu’alors il y avait deux intégrales de différentielles totales 


fp dy+Qdy' et fe, dy +Q,dy’, 


telles que les équations 


i Wey ay”) ; 
| { P dy +Q dy =u, 


(1) i | 
[Pay + Qa =e 


donnent pour y, yet y” des fonctions uniformes de w et #; soit 


y =O(u,v); 


de plus, en remplaçant wu et ¢ respectivement par ax + C eta’x + C, 
a et a’ élant deux constantes convenables, C et C’ deux constantes ar- 
bitraires, on a Pintégrale générale de l'équation. 
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Par les équations ci-dessus écrites, les coordonnées d’un point quel- 
conque de la surface f s'expriment par des fonctions uniformes de deux 
paramètres; nous pourrons donc faire usage de tout ce que nous avons 
dit sur de telles surfaces dans le troisième Chapitre. 

Si la surface f appartient à la première classe de surfaces, pour les- 
quelles y, y’, y’s’expriment par des fonctions uniformes quadruplement 
périodiques de wu et ¢, ce que nous savons reconnaître, on aura 


y=O(ar+C,avr+C’), 


Q étant une fonction quadruplement périodique de & et e. 

J'ajoute cette remarque, que ce cas est le seul qui puisse se pré- 
senter quand le genre de la surface est égal à l'unité. Ceci résulte 
de suite de ce que nous avons dit au troisième Chapitre que toutes les 
dégénérescences correspondaient au genre zéro. 

Dans le cas où les intégrales (1) auraient trois périodes, l’une d’elles 
est de première espèce. Cette intégrale 


f P dy + Qdy 


peut être formée; elle ne devra avoir que deux périodes, car la surface 
a seulement deux cycles linéaires (voir Chapitre III). Or on peut 
étudier les cycles linéaires, et par conséquent reconnaitre le nombre 
des périodes. Soit A(z) une fonction doublement périodique aux 


mémes périodes : 
(75 9'9¥") 
à | if P dy + Q dy | 


sera une fonction rationnelle de (y, y’, y”), soit R(y, y’, y’). On aura 
l'équation 


ROY) Y= Maz), 


dont l'intégrale générale devra être uniforme. 
Ce qui précède s'applique aussi au cas où les intégrales (1) auraient 
deux périodes, l’une d’elles étant de première espèce. 
Dans tous les autres cas, la surface sera nécessairement unicursale, 
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et l'expression générale de y sera une fonction rationnelle de e“*, e°”, 
ou une fonction rationnelle de x et e“*, ou enfin une fonction ration- 
nelle de x. 


Ill. — Examen DU CAS GÉNÉRAL. 


7. Nous avons supposé jusqu'ici qu'une certaine transformation 
biuniforme était birationnelle. Il faudrait examiner maintenant le cas 
général où Péquation 


(1) IY; YY")=0 


a son intégrale générale uniforme; c'est une question qui présente les 
plus grandes difficultés. Les considérations qui suivent vont nous mon- 
trer la difficulté du problème. 

L’équation précédente revient à l'équation du premier ordre 


(2) fly, PP Ze) =° 

Pour étudier p comme fonction de y, on peut appliquer les principes 
développés par Briot et Bouquet dans leur Mémoire classique ; pour 
éliminer une première série de difficultés, nous allons supposer que, 
dans l'étude des singularités de cette équation, on puisse foujours se 
trouver ramené au cas, à la fois général et simple, spécialement étudié 
par Briot et Bouquet, c’est-à-dire, en employant les notations de ces 
auteurs, 


ser: 
t= al + bi+..., 


et que de plus les développements en séries correspondant aux inté- 
grales ne contiennent pas de logarithmes. Ces conditions se trouveront 
réalisées bien évidemment dans un grand nombre de cas. 

Quand l'équation (2) aura été complètement discutée, on aura à re- 
venir à l'équation initiale, c’est-à-dire poser 


if 
2 = p(y). 
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La grande difficulté est de reconnaitre si y ainsi définie est une 
fonction uniforme de x. West facile de reconnaitre si, dans le voisi- 
nage de chaque valeur atteinte par la variable #, la fonction y est uni- 
forme; mais cela ne fait pas nécessairement, quand il en est ainsi, que 
la fonction y soit réellement une fonction uniforme. Il y a là une diffi- 
culté considérable, qu'il paraît bien difficile de lever, et nous avons dû 
nous borner à ce cas des fonctions intégrales de Péquation (1), que 
l’on pourrait appeler à apparence uniforme. 

Arrétons-nous spécialement sur le cas où l'équation a la forme 


d*¥ dy 
da? R (> ; Zz) 
R étant rationnelle en y et CA 
dx 
On voit aisément tout d’abord que l'équation doit être de la forme 


d?) 


ox = A(y)+B(y) (=) + Cf >) Ga 





A, B, C étant rationnels en y. 
On vérifiera encore facilement, toujours sous les conditions énon- 
cées au début, que l’équation a la forme 





| dy cy ( ar" 
ny PROTEGE. CG) (22) 
anes (y—a)(y —b)...(y —0) ‘ 


les quantités distinctes a, b, ..., / étant en nombre m, et A, B, C 
élant maintenant des polynômes en y, 


> 


A de degré m-+ 3, 
B » m+ 1, 


Le » 7h ee 


Prenons done un tel type d’équations, et cherchons a quelles condi- 
tions l'intégrale générale pourra être uniforme. 
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Considérons done l'équation 


| dj Aly) By) p+ C(y) p° 
(3) PE (y—a)...(y— 1) 





Tout d'abord y = a, ..., / peuvent être des points singuliers des in- 
tégrales. Prenons @, et considérons l'équation 


A(a)+ B(a)p+C(a)p? =o 


dont nous supposons les deux racines p, et p, distinctes et différentes 
de zéro. 

A quelles conditions toutes les intégrales de cette équation, qui pour 
y = a deviendront égales à p, ou p,, seront-elles des fonctions uniformes 
dans le voisinage de y = a? C’est ce que nous savons trouver avec Briot 
et Bouquet; ceci exigera deux conditions, dans lesquelles figure d’ail- 
leurs un entier positif arbitraire. Nous aurons donc deux conditions 
à écrire pour chaque racine du dénominateur, ce qui fait 4m relations. 
Nous aurons ensuite quatre conditions à écrire, relativement à y = +, 


. sr . I . 
ce qui se fera en changeant dans l'équation y en Le et raisonnant sur 


y =o comme nous avons raisonné sur y = a. Nous obtiendrons ainsi 
4m + 4 équations, qui pourront d’ailleurs n'être pas distinctes et ren- 
fermeront des entiers arbitraires. 

En raisonnant comme nous venons de le faire, nous avons supposé 
que l’équauon avait une infinité dintégrales devenant égales à p,, et 
une infinité d'intégrales devenant égales à p,, pour y=a,..., l. 
Quand ces intégrales existent, il faut bien qu’elles soient holomorphes 
en y, car ce sera pour une valeur finie de x que l’on aura ici y = a, 


, 


Yd 
G y ' 
puisque lon af 2 = x, el nous avons supposé p,p,<0. On pour- 





rait, en restant dans la plus grande généralité, se trouver dans d’au- 
tres conditions; il pourra ‘arriver qu'une seule intégrale (l’holo- 
morphe) devienne égale à p, pour y = a. Il n'y a là qu'une condition 
d'inégalité, et nous n'avons pas alors de condition à écrire relativement 
à cette racine p,. 

Il faut ensuite chercher sil n'y aurait pas d’intégrale de léqua- 
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tion (3) devenant infinie pour y =a. Or, si lon change dans cette 


; ; I : 
équalion p en—> elle devient 
p 


dp' _ A(y)p® + Bly) p?+C(y)p" 


dy (y—a)...(y—/) 





Il ne doit pas, dans le cas qui nous occupe, y avoir d’autre intégrale 
de cette équation s’annulant pour y=a, que p’=o0; car l'égalité 
/ : r 1 your + 1 
[p dy = x montre que x sera finie; donc, pour une valeur finie de x, 


es, A hye : D. 4 g À : 
/ serait finie et — infinie. La condition indic UCE eee seulement que 
J dx I O 
C(a) 
(a—b)...(a—l) 





ait sa partie réelle positive; nous avons seulement done une condition 
d'inégalité. 

Nous avons encore à considérer le cas où p deviendrait nulle pour 
une valeur finie de y; il n’y a aucun embarras si cette valeur de y n’est 
pas racine de A(y); car on a 


Pee Oey 1) - dys 
A+ Bp + Cp? - ap 





on aura done 
Pig eacy mons Aaa 


en supposant que la valeur de y soit y = 0, ce qui ne restreint rien ; 
donc 


DAME Nr) ue. 0: 


4 < 0, comme on le voit de suite; par suite, 


dy tes 
2s ANS 
V) 


inversion sera uniforme. 
Si la valeur de y est racine de A(y), nous sommes dans des condi- 


: an, : dy : o J 
tions différentes, puisque alors a se présente sous la forme —- La dis- 
Oo 
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cussion n'offre cependant aucune difficulté. Il suffit de poser, en dési- 
gnant par & la valeur de y, 


y—a=Ap 


et l’on a la forme classique. On aura seulement des conditions d’inéga- 
lité à écrire. 

On devra enfin se livrer, pour y = 7%, a la même discussion des dif- 
férents cas que nous venons d'examiner pour y fini. C’est ce que nous 
avions déjà d’ailleurs indiqué plus haut. 


8. Nous supposons donc remplies toutes les conditions d’égalités 
ou d’inégalités, dont il vient d’être parlé. L'intégrale générale de 
l'équation 

dy ‘dy\? 
A(y)+B(y)— + Cy hoe 
CARE MORE LAN Pa 
APCE (y —a)...(y—0) 








sera une fonction de x à apparence uniforme. 

Prenons maintenant un cas particulier; le plus simple correspond à 
m == 0. Nous aurons l'équation 

dy dy 

dx 





=ayr+ by+cy+id+(ky +h) 


Ax? 
Nous avons à étudier l’équation 


pe = ay + by?+cy+d+(ky+h)p. 


Cherchons d’abord si, pour une valeur finie de y, on peut avoir p infini. 


+ I ' . : 
Changeant p en 3° l'équation devient 


dp’ 


re = p®(ay? + by? +... + d)+(ky +h)p"”: 


done il n'y a que p’ identiquement nul. 
Examinons ensuite si pour y, racine de l’équation 


ay’ + by*?+cy+d=o, 
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on ne pourrait pas avoir p = 0. Supposons, comme il est permis, d = 0 
et soit y = 0 cette racine. En posant p = Ay, l'équation devient 





(3 ) ah oe. ay? + by Se M+ (ky sf h)> 
de dy | ; 





on a à considérer les racines de € — À? + hA = 0; soient À, et À, ces ra- 
cines. Il faut envisager le coefficient de À — A, ou À — A, dans le se- 
cond membre; ces coefficients sont 


h h 
ae peta eC LE NT 5 
hy À3 


si leurs parties réelles sont négatives, il n’y aura que deux intégrales 
(les holomorphes) et pas d’autres. Si ces quantités sont positives, il y 
aura d’autres intégrales devenant égales à À, ou À,; mais, dans tous les 
cas, l'équation 
7 == +... wE 

ne donnera pas-pour x une valeur finie, quand y tendra vers zéro. Il 
n'y aura donc pas de ce chef de valeur de x où la fonction cesse 
d’avoir une apparence uniforme. I n’y a pas à se préoccuper enfin pour 
l'équation (3) du cas de À = o pour y = 0, car ceci équivaut à p ayant : 
dans l’équation initiale une valeur finie arbitraire différente de zéro. 


9. Nous avons jusqu'ici laissé de côté le cas de y = +; remplaçons, 


, : 1 - ‘ tee = , 
pour étudier ce cas, y PE dans l'équation initiale. Elle devient 


; aye : ! AE 13 : ! dy" 
ay! (i) oe oo URSS 





F - 3 nl 


He #5 BY 
Nous avons done à étudier les intégrales de Péquation 


(/ à Ope Bp ae by Cy — dy? +(k + hy )pl 
) dy De p' Fra , 





THEORIE DES FONCTIONS ALGEBRIQUES DE DEUX VARIABLES. 283 


dans le voisinage de y’ = 0. Soit l'équation 
2p?—a+kp'=0, 


dont les racines, supposées distinctes, seront désignées par p, et p!. 

+. 5 oh . . ols CE pa - = 

Si Pon suppose qu'il y ait une infinité d’intégrales holomorphes de- 
venant égales à p' et pareillement pour p,, il faudra que 


a a 
2+ — 


= et Qe 
Pi P2 


qui représentent respectivement les dérivées du second membre de 
(4) pour y'= 0, p'=p, et pour y = 0,p'= p,, soient des entiers po- 





eA yA ‘1 k k 
sitifs. Ces deux quantités peuvent se remplacer par 4 + FA et 4 + TA 
at 


Ainsi — Ci sont des entiers au moins égaux à — 3. 
1 2 
L QE 


= es k k I a 
DOM = = peer ATA — = = = 5 — = 
Pi P2 m n 2 mn 2 


On pourra satisfaire à la première relation avec des entiers au moins 
égaux à — 3, dans la seule hypothèse 





m=—tI, 2 on aura alors RO: 


On a encore deux autres relations à écrire; elles sont faciles à former, 
mais très compliquées. Je ne les écrirai pas ici, me proposant tout à 
l'heure de faire le calcul complet pour un cas particulier un peu plus 
simple. 

Nous avons, en résumé, trots relations entre les quantités a, b, c, 
d, k moyennant lesquelles Vintégrale générale de l’équation 





a : d 
ss =ay'+by?+ey+dt+hyS 


dx? 


est à apparence uniforme (nous avons fait h = 0, comme il est évi- 
demment légitime ). 


10. Une question se pose maintenant, qui, si l'intégrale était réelle- 
ment uniforme dans toute Pétendue du plan, reviendrait à Vintégra- 
tion de l'équation. Peut-on associer à l'équation précédente une autre 
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équation, présentant les mêmes caractères, mais dont l’intégrale géné- 
rale #’aura pas de pôles? Nous allons voir que la chose est possible. 

Quand y devient infinie (soit, par exemple, pour x = 0), nous avons 
deux développements 


PAS 4 vA 6 AS ib 
(1) NSH Bt Payee OLA, 


f » 


(oy ee A Sag I A oe 
) “él DE lat J À Co «A . 


Je suppose que le premier développement corresponde a la racine 


P,=—k, les trois premiers coefficients «, 6, y sont déterminés; c’est 
ce que montre de suite équation (4) du paragraphe précédent. Dans 


? ‘ ! k . . a 
le second développement correspondant a p, = =) les cing premiers 


coefficients a’, B', y", 2’, e’ sont connus. 
Ecrivons les valeurs de & et 8 (en supposant, comme plus haut, 
PR MON 


I b 
= FE as = 
MR RT (kare 
Meee eA 2b 
se 2 B= — 574 


Ceci posé, j'écris la combinaison suivante 
Y=Ay?+By+c™. 
da 


On peut choisir les constantes A, B, C de manière que Y ne devienne 
pas infinie pour le premier développement; il suffira que 


TA — G == ©, 
2A Ga + Ba=o0, | 
ou 
A+Ck=o, 
Ab— 2Ba=o0; 


Y aura donc seulement des pôles (doubles) correspondant au dévelop- 
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pement (2). Soit 


[4 Qi 
4 B 


EE Le me at AE RTS 
on voit de suite que «”, 8’, y”, 2”, €” sont connus, puisque «’, 8’, 7, 6, 
ele sont. Il ne semble pas a priori qu'il en soit de même de 7’, mais 
cependant 7’ est également connu; car soit, dans (2), 1 le coefficient 
de x‘, le coefficient de x? dans Y sera 


A. 209! + 2 A G'e + Be + 4Cr'; 











5 À < : £ I : ; : 
or n disparait, car Aw’ + 2C = 0, puisque G = y ce qui revient a 
d'+ 24 5: Ole . 
Œ 20 0 LOMME — | 
2 k k 


Avant ainsi formé l'expression Y, posons 
à | > | 


3 A - dy dY\? 

RRQ T) +s (à) 
qui aura des pôles sextuples. Les coefficients de toutes les puissances 
négatives dans le développement au voisinage d’un pôle seront déter- 
minés; c’est ce qui se vérifie immédiatement, puisque dans Y tous les 
coefficients jusqu’à n° inclusivement sont déterminés. Par conséquent, 
on peut choisir les six indéterminées qui figurent dans lexpression 
précédente, de manière que tous les pôles soient des pôles simples. 

Cela fait, le résidu commun correspondant à tous ces pôles sera connu. 

Si ce résidu n’est pas nul, on pourra faire en sorte qu'il soit égal à 
l'unité. L'expression 


( x as phi 


sera alors, comme F, une fonction à apparence uniforme, mais elle 
n'aura plus de pôles. On voit que, si y est réellement uniforme dans 
tout le plan, G sera une fonction entière de x. Cette fonction G satis- 
fait à une équation du troisième ordre qui se déduit de suite de l’équa- 
tion proposée en y; dans ce cas, cette équation du troisième ordre aura 
pour intégrale générale une fonction holomorphe dans tout le plan. 
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11. Considérons encore le cas plus particulier de l'équation 


% 








a 754 b SC Ve — 0 
dx? pas! dx Ho oT te 


La discussion se fait comme précédemment, sauf pour ce qui con- 
cerne y = +. Ici les pôles seront doubles. Soit « = o un tel pôle; écri- 





vons le développement 


(2 
(o 4 2 N € € 
Van EN DO C0 + NA ae 


Les six premiers coefficients de & à n sont déterminés. Ecrivons les 
résultats complets du calcul : 





(1) ba+6=0, 

@ à 
(5) 2Y=— 7 ae 
(4) See 

(>) 10 = TE by +cy, 


Gy + 2a¢ + 2by0 + 2bBe + 2ban + cd — 0, 





6y = 2a¢4+ 2by0 + 2bBe + cù, 
Gn—=0(c+2by)+ 2e(a + bb), 


19 





ass > a” ¢ 22aeE 
(6) 6y= 0 + ——. 
SR 29 9 


= 


Enfin nous avons l'équation de condition 
| 
3an + 2bBy+ 2bye+ b0?+ ce =0, 
y(3a+ 2b8)+e(2by+ec)+be=o, 


9 
271 4 a NE 
SEG ETS A D 0 ZE 0 
J 29 








29 5 


ga (are 29 4€ a? “rh 
is = = Mit Penh 7. = Os 
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ite a 
ou, en divisant par SE? 











9 LL ne ae dS ras a ==) © 
a\-5 PE AA ASCII ARE 
gad a‘ 
oe LOU ES er = 0, 
10 kpo 0 
gas a’ : 
oe eet Shao TO (by CY) — 0; 
10 pe 4.5*b 4 ( Vi ) 
or 
DA ARTE b G c Gyr oes: 2" 
Free “TN ne EDGE ) OGRE OP? 
349.aù te a* 10 a* 5 oe Role > a 
— ==, 0 e S = = * 
10 4.0°.0 4.5806 2b ; I 53.20 


in réduisant, on arrive à la relation 
DOG = Ce 


Telle est la condition (tout ce calcul suppose, bien entendu, 640 ) 
pour que l'intégrale générale de l'équation soit à apparence uniforme. 

Nous pouvons ici raisonner sur y comme nous avons raisonné sur Y 
au paragraphe précédent. On formera une combinaison 


dy 


F=my>+ny?+ py +(py = DE ae +5() : 





telle que 


G site 
n'ait plus de pôles. 


12. Citons encore un autre type d'équations dont l'intégrale géné- 
‘ale est à apparence uniforme. 

Étant donnée une surface f (£,¥,2) = 0, on connaît l'importance de 
l'identité en x, y et 2 


of: ae fab fox dB 2 Vat: 
A EU … po TELE Toy ag )/ Cr PA? 





qui est intimement liée à la théorie des intégrales de première espèce. 
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Si Pon peut satisfaire à cette identité en prenant pour A un polynôme 
de degré m — 3 en yet z et de degré m — 2 en #,y, z,et pareillement 


Re dx — Ady 
: J: 


est une intégrale de première espèce (en y ajoutant seulement des con- 


pour B et C l'expression 


ditions relatives à la manière dont se conduisent les surfaces A = 0, 
B=o0, C=o0, par rapport aux singularités de la surface). Si, ces 
mêmes dernières conditions étant remplies, nous pouvons trouver trois 
polynômes A, B, C des degrés indiqués et tels que 


of 
À dx 


ea Pl 
Oy Oz 


soit divisible par f(x,y,3), sans que le quotient soit 


OA 0B aC 
DATA a 
l'expression 

Bdx— Ady 


a 
ys 





ne sera pas une différentielle totale exacte ; mais nous pouvons l’appeler 
une expression différentielle de première espèce, en ce sens que, quelle 
que soit la relation analytique que Pon établisse entre x et y dans le 
voisinage d’une valeur arbitraire x, et y,, expression 


if B dx — À dy 
Je 
reste toujours finie. 


Ceci posé, considérons une surface du genre un, admettant deux 
expressions différentielles de première espèce 


Bdz—Ady , Bidx—A;dy 
+ et i 
I: J: 





(BA, — AB, n'étant pas identiquement nul). 
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Je forme le système des deux équations du premier ordre 
B dx — Ady 
TE 
B,dx — A,dy 
he 


devant donner x, y en fonction de la variable indépendante w. 


= LUE 


(1) 





= O, 


L'intégrale générale de ce système est a apparence uniforme, Ona 
en effet 


BA, 7 AB, nn OC aya; Vie 


Q(x, y, =) étant le polynôme adjoint d’ordre m — 4 qui coupe (en 
dehors des lignes multiples) la surface suivant une ou plusieurs 
5 I I 

courbes C de genre zéro (voir au troisième Chapitre). Pour ces 
courbes C, ona identiquement 

B dx —Ady =o, 

bdr = A,dy =.0, 
B dx — A dy 
remplacera æ,y,z par des fonctions rationnelles d’un paramètre, 
l'expression deviendra infinie si l'élément n'est pas identiquement 


étant de première espèce, quand on 


car, l'expression i 


nul. 

Done il ne sera pas possible pour un système intégral des équa- 
tions (1) que x, y, 5 atteigne un point des courbes C. Donc x, y, z 
ne cesseront jamais d’être des fonctions uniformes de w; elles seront a 
apparence uniforme. 


45. Cette étude des équations différentielles algébriques où la 
variable ne figure pas explicitement, et dont l'intégrale générale est 
uniforme, me parait avoir une très grande importance. C’est en Vap- 
profondissant que l’on pourra, sans doute, découvrir de nombreuses 
classes d'équations différentielles dont intégration deviendra possible. 
Prenons, par exemple, l'équation différentielle du premier ordre 


| dy 
(1) fe, ys =) =O; 


f étant un polynôme. 
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Le problème suivant mérite d’être posé : 


Pourra-t-on déterminer une fonction rationnelle R de x, y, =, 
celle dernière quantité étant définie par l'équation 


f(x, Y,3)= 0, 


de telle sorte que les deux équalions différentielles 





| 


dy 
_ SAGE 
(2) 4 


dx 
| Sf =R(@, y, 2) 


admettent pour intégrales générales des fonctions uniformes de t? 


Il en résulterait évidemment Vintégration de Péquation (1), x et y 
se trouvant exprimés par des fonctions uniformes d’un paramètre. 

Pour indiquer au moins un exemple d’une telle intégration, bor- 
nons-nous au cas où l'intégration du système (2) se ferait à l’aide des 
fonctions quadruplement périodiques. Dans ce cas, pour la surface (1), 


ne ied arb ge. A ; IAE 
4, y et =. sexprimeront par des fonctions quadruplement périodiques 


de deux paramètres wu et ¢; de plus, comme ila été vu, on aura 
u = at + CO, pe = bt+ C, 


a et b étant deux constantes convenables, C et C’ deux constantes 
arbitraires. On pourra trer de (1) 

52 CS ECM 

y =F, (yu, ¢), 


d | 
D etre), 


et les fonctions F sont à considérer comme connues. 
On devra pouvoir déterminer le rapport des deux constantes a et b 
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de telle sorte qu'on ait identiquement 


oF, ,0F, 
dun Here 

D CODES nr 
a— +b 


dn) Oe 





S'il en est ainsi, on aura l'intégrale générale de l'équation (1) par 
les formules d 
x=F,(at+C, bt+ C), 


y=F,(at+C, bt+C’), 


et l’on peut dire que, étant donnée l’équation (1), il est possible de 
reconnaitre si elle est susceptible d’étre ainsi intégrée. 


IV. — QUELQUES REMARQUES GÉNÉRALES. 


14. Dansles généralités du n° 4 de ce Chapitre, nous avons supposé 
que l'intégrale n’avait pas de singularités essentielles à distance finie ; 
d’autres circonstances peuvent se présenter. L'intégrale peut avoir des 
singularités essentielles à distance finie; voici un premier exemple très 
simple. | 

Soit R(y) un polynôme du quatrième degré en y. De la relation 


js 
ev yeini= x 


on peut tirer une équation différentielle 


dy dy 
f(y, se Lx) =O 5 








f étant un polynôme. 

L'intégrale générale de cette équation sera à apparence uniforme : 
elle aura un point singulier à distance finie, et elle ne sera véritable- 
ment une fonction uniforme que si l'intégrale elliptique admet 274 
pour période. Par cet exemple si simple on voit que les conditions 
exprimant que l'intégrale d’une équation f= o est une fonction uni- 
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forme se traduiront en général par des relations transcendantes 
entre les coefficients de l'équation; au contraire, comme nous l’avons 
indiqué plus haut, les relations seront algébriques si l’on veut seule- 
ment écrire que l'intégrale est à apparence uniforme. 

Voici, pour le cas du troisième ordre, un autre exemple où vont se 
présenter des circonstances analogues, mais d’une manière plus com- 
plexe. 

Soit l'équation linéaire du second ordre 


LUN ) de 2. 
dy? ds dy + 4 gn 


(p et g fonctions algébriques de y). 
Le rapport de deux intégrales distinctes satisfait à l'équation bien 
connue 


MER 


7 5 PRE RS Lap 
7/10 les LL TNT re 


en désignant par 1(y) le rapport de deux intégrales. 
Or posons 


OÙ, ie 


et considérons y comme fonction de z. Cette fonction y de z satisfera 
manifestement à une équation du troisième ordre algébrique entre 


dye ay É dy 
> ds’ dz 33’ 
soit 
A 


ay Nady dy 
PO, ae gt) = 0. 


/ 


Ceci est général; soit maintenant l'équation linéaire telle que 


Wy)=s 


donne pour y une fonction fuchsienne de z, soit 
9 


= 
ons 

| 
Se 


"1 + 
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L'intégrale générale de l'équation F sera 





i alee ET à 
y =? z+ec ) 


a, b,c étant arbitraires. Nous avons done une équation admettant pour 
intégrale générale une fonction uniforme, et ce que je veux surtout 
remarquer, c’est que le domaine dans lequel est déterminée la fonc- 
tion est variable avec l'intégrale que l’on considère. 

Un exemple particulier, rentrant dans le type précédent, est fourni 
par l’équation suivante, rencontrée par Jacobi dans son Mémoire sur 
certaines séries de la théorie des fonctions elliptiques (Journal de 


Crelle, t. 34), 


. ary. dy ay ale d'y 2 = : ay 
y (yga+33 Ta) a (32) 167 dx? +1]. 


Son intégrale générale est uniforme et de la nature des fonctions 





modulaires. 


15. Les considérations que nous avons développées sur l'équation 


INV Y )=0 


peuvent, avec très peu de modifications, s'étendre à la classe des équa- 
tions du second ordre où x figure explicitement 


AEN VY = 9%, 


quand on est dans le cas dont M. Fuchs a commencé l'étude, et sur 
lequel, pour les équations du premier ordre, M. Poincaré a donné 
de si remarquables résultats; je veux parler des équations dans les- 
quelles les points critiques sont fives, c’est-à-dire indépendants des 
constantes arbitraires. 

Les raisonnements faits par M. Poincaré pour les équations du pre- 
mier ordre peuvent être répétés ici. Si Yo, Yi»), sont les valeurs ini- 
Ly, On a, si l’on suit un chemin déterminé (ne passant 








tiales pour x 
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pas par les points critiques ), 


Mb eee), 


Y= UE Yor Yor Yo) 
v= EI Vo» De, Yo ), 


y, y',y" étant des fonctions uniformes de (y,,Y,; Y,), et inversement 
Vos Nos Mo Sont des fonctions uniformes de (y, y’, y”). Malheureuse- 
ment la fin du raisonnement west plus applicable; la wansformation 
qui transforme la surface 


Ji Vy EN en PAT,» Ya V0 


est biuniforme; mais, nous le savons, elle n’est pas nécessairement bi- 
rationnelle, et c’est ce qui vient changer du tout au tout le caractère 
de cette théorie. 

Si l’on suppose que la transformation est birationnelle, et que le 
genre de la surface 


LÉ) 0, 


en y, y’, y”, est supérieur à l'unité, le développement de la théorie ne 
présentera aucune difficulté, après ce que nous avons dit sur la trans- 
formation des surfaces. Si la surface f n’admet qu'un nombre limité 
de transformations birationnelles en elle-même, l'intégrale sera néces- 
sairement algébrique. Si, comme il peut arriver, la surface admet une 
infinité de transformations birationnelles avec un paramètre arbitraire, 
on démontre aisément qu'on sera ramené à l'intégration d’une équa- 
tion différentielle du premier ordre, algébrique entre x, y et y’, et dont. 
l’intégrale générale a aussi ses points critiques fixes. 


16. Sile genre de la surface 


FOV Y) =o; 


pour æ arbitraire, est inférieur a deux, nous allons nous borner aux 
cas où cette surface rentrerait dans l’un ou l’autre des types étudiés 
aux n% 4 et 9 du Chapitre IIT. 
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Plaçons-nous d’abord dans le premier cas : les coordonnées d’un 
point quelconque de la surface sont alors susceptibles de s'exprimer 
par des fonctions quadruplement périodiques de deux paramètres. Les 
deux surfaces 


(1) Ia, Y; je 10) 05 
! (4 
(2) ACTE Vos Nor Lis 4 
. 5 4 ’ , Le 
se correspondent, avons-nous dit d’une manière générale, point par 


point, et il est admis que cette correspondance est birationnelle. Écri- 
vons les équations de la correspondante 


Y HEM Vos Yo Yo) 
V'= FE, Vos Yor Yo) 
a 0 Vo) 


les F étant rationnelles en y, y,, y. 
Considérons 


fP. dy, + Q.dy, et fR dy + So dy, 


deux intégrales de première espèce de la surface Ga. 
La transformation précédente les transformera en deux intégrales 


[Pdy+Qay et [ Rdy+Sdy, 


relatives à la surface (1), et ici P, Q, R, S dépendront de x en général. 
Nous pouvons donc écrire 


Ven You Ye 


Y, ¥, Y" 
i Pay idy = fh Py, dy + Qo dy,; 
RIT Yo yor No 

(3) oye vou Ya V! 

fl R dy +5 dy’ = [ Le Ro dy De dy’, 


Vo es VE Yo: Yor Yo 


en considérant deux intégrales de l'équation différentielle correspon- 
. sn ! " / " 
dant aux valeurs Ua 7: eb Yo, 0X 95 Ve. 
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Les seconds membres, et par suite les premiers, des relations précé- 
dentes sont donc des constantes, c’est-à-dire indépendants de x; dési- 
gnons-les par «& et 6. 

Revenons maintenant aux surfaces (1) et (2), et envisageons une 
substitution birationnelle, connue celte fois, transformant ces sur- 
faces. Soient 


PES Pi (x, À, Ho v); REA 12 30) = 0; 
VE ME Ns Un, Vv), ja CHa À, LL, v) = Lae 
y= $3(, À, He, v); 


x 
> 


et nous pouvons supposer que les © dépendent algébriquement de x. 
Nous avons la une substitution connue, et les coefficients À, 4, v dans 
les © sont des fonctions algébriques connues de x. Que va donner cette 
transformation effectuée sur 


(4) jf dy +Qdy' et [ Rady + Sdy? 
Si - 


[AdkK+Bdy et 1 CdX + D du 


sont deux intégrales distinctes de la surface f(a, A, &, v) = 0, on 
aura nécessairement 


.Pdy +Q dy'=M(AdX+B du) + N(CdX + D du), 
Rdy + Sdy = P(A dx + B du) + Q(CdXx + D du); 
M, N, P, Q ne dépendront pas de x, car, d'après (3), les périodes de 
(4) ne dépendent pas de x. Nous pouvons donc écrire, en ayant préa- 
lablement fait une combinaison linéaire convenable 


P dy + Q dy = A dx + B du, R dy + S dy'= Cd? + Du, 


A, B, C, D ne dépendant pas de x; et, par suite, en désignant par L, 
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M, N les valeurs de A, uw, v correspondant à Y, Y’, Y”, nous aurons 


L, M,N 
Adi+Bdu=a, 
uv 
,LOM, N 
[ Cdk +D du — 68. 
©, UAV 


Si, au lieu d'intégrer depuis (A, uv, v), nous intégrons depuis des va- 
leurs arbitraires constantes A,, U9, Yo, nous pourrons écrire 


L, M,N 
A di + B du = à + G(x), 
hos Ho Yo 
L, M,N 
f{ Cdh+Ddp=8+G,(x), 
do» Los Va 


L, M, N seront donc des fonctions uniformes quadruplement pério- 
diques de 


a+ G(x) et B+G,(x), 


et l’on aura par suite, en revenant à 


D ot LME 
l'intégrale générale de l'équation différentielle proposée. 

Mais nous avons introduit deux fonctions G(x) et G,(x), que nous 
ne connaissons pas encore; je dis que la recherche de ces fonctions se 
ramenera certainement à une quadrature. En effet, quand on passe 
d'une intégrale à une autre, les constantes « et $ changent simplement. 
Donc, si nous posons @ priori 





Me D: (x, L, M, N), 
CINE ON), 
Yio ,( a, LM, N), 





L, M, N étant des fonctions quadruplement périodiques de w et ¢, en 
posant 
u=a+tG(r), PDG + G, (x), 
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nous aurons deux équations différentielles pour déterminer uw et ¢, en 
écrivant que Y’et Y” sont les dérivées premières et secondes de Y. 
Ces équations détermineront nécessairement w et # par de simples 
quadratures. Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 

Sous les hypothèses faites, l'intégration de l’équation se ramène 
à des quadratures. 


16. Examinons maintenant le cas où la surface ferait partie de la 
seconde classe. On pourra, dans ce cas, exprimer y, y’ et y” en fonc- 
tion rationnelle d'un paramètre À de 0 et de YÿR(9), R(Ô) désignant un 
polynôme du quatrième degré en 0. Les rapports des périodes de l’in- 
tégrale de première espèce de la surface ne pouvant pas dépendre de x, 
les coefficients de R(0) ne dépendent pas de «. Quant aux coefficients 
de À, 9 et VR(O), nous pouvons les supposer fonctions algébriques 
de x. Nous pouvons remplacer 0 et YR(0) par o(u) et 9(w), 9 étant 
une fonction doublement périodique de wu. Cette lettre uw représente 
l'intégrale de première espèce de la surface; par suite, en raisonnant 
comme plus haut, on verra que u est de la forme 


G(x) + 2, 


4 étant une constante arbitraire. Il en résulteque la détermination de 4, 
en fonction de x, se ramène à une quadrature; il reste à déterminer A. 
On se trouve alors dans le cas des équations du premier ordre; À sera 
donc donnée par une équation de Riccati. 


17. J'indiquerai, en terminant, une équation différentielle curieuse, 
à laquelle conduit la théorie des fonctions elliptiques, et dont l'intégrale 
générale a ses points critiques fixes. 

Désignons par © et w’ les périodes de la fonction elliptique sn x, et 
soient a et b deux constantes arbitraires. L'expression 


u = sn(aw + bo’), 


considérée comme fonction du module #, satisfait, quelles que soient 
les constantes a et b, à une équation différentielle du second ordre que 
nous allons former. 
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Posons 
aw + bw'= y, 
on aura 
5 Oe a: stare 
(1) RU RE) DE + (1 — 3k?) — hy = 0. 


Soit 








"di 3 sa 
a= f — Ag = (bar) (r= kr). 


u élant supposé constant, on peut regarder Q comme fonction de #. 
Elle satisfera à Péquation 


dQ d2 


ku(i— u?) 
amt > aE | 


SS SS OF 
(1 — Au?) Au 


(2) ka—k (1 — 3k?) —kO+ 





L'égalité w= sn(aw + bw’) revient aQ=y;ona 


mau de dy 

Radk | dk Ok’ 
du i du\? u(2k*u*—1— k?*) , du ku? x d?Q dy 
dk? Au C7 Au(i— u?) (1— Au?) eae Au(r — Au?) dk? dk? 








Dans ces égalités, les dérivées de Q par rapport à # sont prises en 
laissant w constant. En multipliant les deux membres de ces trois 
égalités respectivement par k(1 — k?), 1 — 3k? et — k, puis ajoutant, 
nous avons immédiatement l'équation différentielle cherchée, en tenant 
compte de (1) et (2). 

J'écris de suite cette équation, en remplaçant la variable Æ par 


Lo — Are 








du me 2 u(aæu?—1i—x) 
dx} (1— u?)(1— ru?) 


ie du u? —1 1 u(i— u*) pas 
dx | (1— x)(t— ru?) Bear Hit) Loa a ae + 


dx? 








Les seuls points critiques des intégrales sont x = 0, 1, +. 
Cette équation différentielle offre encore une particularité digne de 
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remarque : elle admet une infinité d’intégrales algébriques. Si Von 
prend en effet pour a et b des nombres commensurables, l'intégrale 
correspondante sera une fonction algébrique de k?; ces intégrales algé- 
briques ne sont pas d’un degré déterminé : celui-ci peut être aussi 
grand qu’on voudra. 


CHAPITRE VI. 
SUR CERTAINES FONCTIONS DU POINT ANALYTIQUE (2, y, 3). 


Nous avons étudié précédemment les intégrales de première et de 
seconde espèce; c’est cette notion que nous allons chercher à étendre. 
Mais, avant de nous occuper des surfaces, généralisons la notion des 
intégrales de différentielles algébriques dans la théorie des courbes 
algébriques. 


1. Soit donc la courbe f(x,y) = 0. 
Posons-nous la question suivante : 


Trouver les fonctions u(x,y), fonctions du point analytique (x,y), 
uniformes et régulières dans le voisinage de tout point de la surface de 
Riemann correspondant af, et dont toutes les déterminations se dédui- 
sent d’une seule & par des substitutions linéaires de la forme 


Au+ B, 


où À et B sont des constantes. 

Parmi ces fonctions, considérons spécialement celles qui restent tou- 
jours finies. Il est évident qu'une telle fonction wu satisfait à une rela- 
tion de la forme 


du : du 
dx? oni M( x,y) dx’ 
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c'est-à-dire que les fonctions qui nous occupent sont de la forme 
at) e end Yap. 


À étant une fonction rationnelle de x et y. Etudions donc les expressions 
de la forme (T). 

Je suppose, comme il est permis, que la courbe f n'a que des points 
doubles et ses directions asymptotiques distinctes. On peut aussi sup- 
poser que la fonction A reste finie en chacun des points doubles, car on 
peut effectuer préalablement sur f une transformation birationnelle 
convenable, de façon a transformer les infinis de À en des points sim- 
ples. 

Cela dit, envisageons les infinis de À (x,y). Soit d’abord (a, b) un 
infini pour lequel on n’ait pas f, = 0; a sera un pôle de A(x,y), et son 
résidu devra être un entier positif. Soit k le nombre des points (a, b), 
et désignons par y 

said seal tea CT 


les résidus (entiers positifs) correspondant à ces différents points. 

Considérons maintenant les points de la courbe, pour lesquels f = o 
[soit (x,,y,) un tel point], qui rendraient A infini. On aura le dévelop- 
pement 


Y—Y=HV(x—-x,)+...; 


i . . 
done A(x, y ) se développera suivant les puissances de (x — x, )*, et ici 
les premiers termes du développement devront étre 


A, B, 


—— — C : 
(2 — x) nn TI 


1 
(2 — @;)? 


et A, devra être égale à — + ou à un multiple positif de 5. 
Soit 
nm 
A, — et ’ 
2 
m, étant un entier au moins égal a — 1. 
I] nous reste a parler des points alinfini; pour les 7 branches à l'in- 
>| 
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fini, le développement de A(x,y) suivant les puissances descendantes 


I : 
de 4G devra commencer par un terme en mg soit 


Sin 


et R étant un entier au plus égal à — 2. 
Ainsi nous avons trois catégories de quantités. 


et l’on a entre elles la relation immédiate 
20 ED oh. 


ER est un entier au plus égal à — 2m; les « sont des entiers positifs en 
nombre k. Enfin les lettres m sont en nombre 


m(m —1) — 2d, 
et chacune d’elles est un entier au moins égal à — 1. On a donc 


ZRZ—2m, Em,zm(m—1) — 2d, 
donc 
La =ZR— im,em(m — 3) — 2d. 


Le nombre des points (a, 6) est donc au plus égal à m(m — 3) — 2d. 


2. Nous pouvons, apres ce qui précède, donner aisément la forme de 
la fonction rationnelle A(z, y). On aura 


ees) 


Q(x,y) = o étant une courbe de degré k passant par les points doubles 
de f, la courbe S = o passera aussi par les points doubles de /, et ces 
derniers seront aussi pour S$ des points doubles. De plus, 5 sera un 
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polynôme de degré k + 2m — 3. Cherchons à déterminer S et Q de 
manière à réaliser le cas où le nombre des points (a,b) du paragraphe 
précédent atteint son maximum 


m(m—3)—2d ou 2p — 2, 


en désignant par p le genre de f. Chacun des nombres m, sera alors 
égal à — 1, et chacun des nombres R sera égal a — 2. 

Donnons-nous arbitrairement le polynôme Q(x, y), sauf cette con- 
dition que la courbe Q = o passe par les points doubles de /. Ensuite, 
parmi les 

mk — 2d 


points de rencontre de Q et de /, choisissons S de manière que ce poly- 
nome s’annule pour 


mk — 2d — (2p — 2) 
d’entre eux, et que pour les 2p — 2 autres le résidu de À soit +1. De 


plus, faisons en sorte que les d points doubles de fsoient aussi des points 
doubles pour S. Ces diverses conditions seront en nombre 


Tig 20-0 a ou thi} de 


S,(æ,y) étant un polynôme satisfaisant aux conditions précédentes ; 
les autres seront de la forme 


S,(r,7) + A(x,y)Q(x,y), 


A(ax,y) étant de degré 2m — 3, et s’annulant pour les d points doubles, 
. 7 al 4 a L 
Les points pour lesquels f", — 0 sont en nombre 


m(m—1)— 2d. 


Choisissons les A de manière que les résidus correspondants soient 
— +, ce qui fera m(m — 1) — 2d conditions. 


Journ. de Math. (4° série), tome V, — Fasc. II, 1889. 39 


‘ 


304 E. PICARD. 


A,(«,y) étant un de ces polynômes, les autres seront de la forme 
A(x,y)=A,(z,y)+0(x,7)f,; 


@ étant de degré m — 2. 
Il reste à considérer les points à l'infini. Nous devons écrire que, pour 
les m branches à l'infini de la fonction algébrique y, la fonction ration- 


2 . ! 
nelle A(x, y) commence par un terme en — =: Or, soit dans © repré- 
senté par 0 l’ensemble des termes homogenes de degré m — 2; on en 

\ 1 LE : y : : 
déduira, en désignant par €,,C2,...,¢m les m valeurs de = pour x infini, 
les valeurs de 

OLPC RUE, 00 
mais on a seulement dans Ü(x,y ) un nombre de coefficients arbitraires 
égal am — 1; on pourra donc seulement disposer de (mm — 1) des coeffi- 

. I 4 ‘ Me : . ond . 
cients de => correspondant à « très grand. Mais il est bien aisé de voir 


que le dernier coefficient sera de lui-même égal a — 2. 
Nous devons, en effet, avec les notations du paragraphe précédent, 
avoir à 
Za + Em, —2ZRk. 


Désignons encore par R le dernier coefficient inconnu, dont nous 
n'avons pu disposer; la relation précédente donne 


2p —2—[m(m —1)—2d|=— 2(m—1)+R. 


On en conclut 


Re. 


Nous avons donc construit de cette manière la fonction A(x y), de 
telle sorte que l'expression 


fof Merde 


Le 


réponde au problème proposé. 
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Nous avons, dans l’expression précédente de À, fait figurer un poly- 
nome arbitraire Q(x,y) de degré k. Le nombre des paramètres arbi- 
traires figurant dans À n’en est pas moins, bien évidemment, essentiel- 
lement fini. On peut prendre pour Q la courbe de moindre degré, 
passant par les points doubles et les 2p — 2 points (a,b). IL serait 
d’ailleurs facile d'approfondir davantage la forme de la fonction 4, 
mais ceci n’est pas utile pour mon objet. 


5. Cherchons ce que deviennent les fonctions précédentes, quand 
p = 1. On aura d’abord, dans ce cas, 





Odx 
ROBERT 
ty “6 


a8 HX, dx ’ 5° ’ 
a désignant une constante et prere représentant l'intégrale de 
i 


première espèce. 
Nous ne trouvons donc ici que l'expression bien simple 


> Qdx 
{ 5 er dx, 
. 


av Dray 
e dV=-e, 


expression qui, en posant 


devient 


si a = 0, et qui se réduit à V si a = 0; on aura ensuite l’expression 


| eda. 


Si, p étant quelconque, on exprime « et y par des fonctions fuch- 
siennes d’un paramètre u, la fonction 


jk eJ iad 
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devient une fonction holomorphe G(u) dans le cercle fondamental, 
et, en désignant par U une substitution quelconque du groupe fuchsien, 
on aura 


G(U) = AG(u) + B, 


A et B étant des constantes, et l’on doit remarquer que, pour toute 
substitution elliptique, on a A=1, B=o. 

L'étude de ces fonctions, qu'on peut faire directement, ne serait pas 
sans intérêt; mais elle est étrangère à notre sujet, et je reviens aux fonc- 
tions algébriques de deux variables indépendantes. 


4. Comment le problème traité par les courbes algébriques pourra- 
t-il s'étendre aux surfaces? 

Étant donnée une surface /(x,y,z) = 0, les fonctions wu du point 
(x,y, =), analogues aux fonctions du point (7, y) que nous venons d’étu- 
dier pour les courbes, satisferont aux conditions suivantes. 

Quand (x,y,z7) partant d’un point reviendra à ce point après avoir 
décrit un chemin se ramenant à un cycle nul, la fonction n’aura pas 
changé. 

Si, au contraire, le chemin se ramène à un cycle linéaire effectif de la 
surface, la fonction uw se transformera en 


Au + B, 


A et B étant des constantes. 

Ces fonctions w pourront être de diverses espèces; les fonctions de 
première espèce analogues à celles des paragraphes précédents restent 
toujours finies. 

La forme des fonctions wu est facile à trouver. Tout d’abord on a évi- 
demment 


du 2 a) Mdx+Ndy du à ay) Midr+N,dy 


Ox 2 dy ’ 


les expressions différentielles M dx + N dy et M,dx +N, dy étant des 
différentielles exactes; les M et N sont des fonctions rationnelles de cs 


yet z. 
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On aura done pour u 
Mdx+Nd M,dx+N,dy 
(1) u= fel ci "dr + od Marty, 


Quelle sera maintenant la forme des fonctions M et N? En nous 
reportant à ce qui a été vu pour les courbes, on trouve que 


| P dx + Q dy 

a RGA ey 

R(x,y,z) est un polynôme de degré k en x, y, z, et de degrék — ren 
æetz; P et Q sont des polynômes : ils sont de degré k + 2m —5 en 
x, y et z, mais le premier est seulement de degré k + 2m — 4 en x et 
z. Pareillement 





M, de + N dy = RENE, 


R,(x,y,3) est un polynôme de degré k, en x, y, 3, et de degré k, — 1 
enyetz; P,etQ, sont des polynômes : ils sont de degré k, + 2m — 3 
en x, y et 3, mais le second est seulement de degré k,+ 2m — 4 
en y el z. 

Supposons, pour ne pas compliquer l’exposition, que la surface ait 
seulement pour singularités des lignes doubles. La surface R = o pas- 
sera par les lignes doubles et eoupera, en dehors de ces lignes, la sur- 
face f suivant deux courbes distinctes; l’une A de degré m(m — 2) 
avec m points à linfini dans les plans y = const., etuneseconde courbe 
B. Les surfaces P = o et Q =o auront pour lignes doubles les lignes 
doubles de f, et passeront par la courbe B. 

Semblablement, la surface R, = 0 passera par les lignes doubles de 
J, et coupera en dehors de ces lignes la surface f suivant deux courbes 
distinctes : l’une A, de degré m(m — 2) avec m points à l’infini dans 
les plans æ = const., et une seconde courbe B,. Les surfaces P, = 0, 
(), = o auront pour lignes doubles les lignes de fet passeront par la 
courbe B,. 

L'intégrale 

P dx + Q dy 
RO 
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aura pour courbes logarithmiques la courbe A et les lignes (non mul- 
liples de la surface) ou f; =o. L'intégrale relative à x seule 


Pdz 
i eae 


pour y arbitraire, devra rentrer dans le type de celles qui ont été étu- 
diées aux paragraphes précédents pour les courbes planes. 

Nous nous bornons à énoncer ces conditions; la vérification n’exige 
qu'un calcul un peu fastidieux. On part d’une expression générale telle 
que (1), et, comme on le fait au début de l'étude des intégrales abé- 
liennes, on effectue sur #, y, z une substitution homographique géné- 
rale. On voit alors, sans la moindre difficulté, que les différents poly- 
nômes remplissent les conditions indiquées au point de vue de leur 

degré. Quant aux conditions subséquentes, elles sont une conséquence 
directe de ce qui a été vu pour les courbes planes. 

Il faudra, bien entendu, écrire en outre les conditions d’intégrabilite ; 
or on pourra d’abord exprimer de suite la première exponentielle en 
fonction de la seconde et mettre l’expression sous la forme 


p= fel nay (de Bt a dy): 








On aura ainsi à écrire seulement deux conditions d’intégrabilité, qui 
s’exprimeront par des relations algébriques entre les polynômes et leurs 
dérivées partielles. 

On doit remarquer que les fractions rationnelles 
par 

R y 


P; 

R’ R, ) 

qui seules figurent dans 4, ne devenant infinies a distance finie que 
pour les points d’une courbe de degré m(m — 2), et la différence entre 
les degrés des numérateurs et dénominateurs étant limitée en fonction 
dem,le nombre des arbitraires figurant dans ces fractions ration- 
nelles sera limité, et, par suite, il n’y aura pas, en général, d’expres- 
sions w pour une surface algébrique, pas plus qu’il n’y a, en général, 
d'intégrales de première espèce, ce qui était d’ailleurs évident a@ 
priort, puisqu'il n’y aura pas alors de cycle linéaire. 
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4. Il me parait prématuré de chercher à approfondir d’une manière 
générale étude des expressions uw. Tel n’a pas été mon but; j'ai uni- 
quement en vue ici de présenter quelques considérations sur le cas où 
Pinversion d'un système de deux fonctions u conduirait à un sys- 
tème de fonctions uniformes. 

Concevons done une surface f(x,y, 2) = 0, possédant deux expres- 
sions w de première espèce 


és dr+Qdy 
u= | Are R(/:) (dr + 


ev 


P 
EAN 52 P'dr+Q'dy Ra! 
¢ =f eJ K(f) (de + oe dy): 


Pouvons-nous imaginer que x, y, = sotent des fonctions uniformes 
de u et v? 

Dans ce type se trouve compris, bien entendu, tout d’abord le cas de 
l'inversion de deux intégralesde première espèce, dont nous avons parlé 
longuement dans le Chapitre IT de ce Mémoire. 

D'une manière générale, étant données deux expressions u et ¢ rela- 
Lives à une certaine surface /, pourra-t-on reconnaitre si les équations 
(1) donnent pour x, y, 2 des fonctions uniformes de wet 6? C’est un 
problème que nous avons traité dans le cas où w et ¢ sont des intégrales 
de première espèce; on peut encore employer les mêmes considérations; 
mais il s’en faut ici qu'elles nous donnent des conditions nécessaires et 
suffisantes : nous obtiendrons seulement ainsi des conditions pour 
que x, y, 3 soient des fonctions à apparence uniforme. C’est qu’en 
effet, dans le cas général, le domaine des variables uw et #, où les fonc- 
lions æ, y, = sont uniformes et se comportent comme des fractions 
rationnelles, n’est pas nécessairement l’ensemble des valeurs finies de 
u ety, mais il peut se trouver à distance finie une infinité de systèmes 
de valeurs des variables, formant des singularttés essentielles, pour 





(1) 





ces fonctions de u et ¢. 

De nouveau se présente donc ici cette difficulté que nous avons déjà 
rencontrée dans le Chapitre précédent; on ne peut guère songer à l’a- 
border de front. 

J'ai dit que la recherche des conditions, exprimant que les fonc- 
lions 2, y, 3 sont à apparence uniforme, se faisait comme dans le cas 
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de l'inversion de deux intégrales de première espèce. Les valeurs de x, 
y, = pouvant donner prise à quelques difficultés sont évidemment 
celles qui annulent le déterminant fonctionnel de & et #, c’est-à-dire 





LE PK PR 


Pdxr+Qdy P'dr +Q'dy 
HE R(£) J KL) (5 Q' PR) 
Les courbes l', pour lesquelles cette expression s’annule, sont évidem- 
ment des courbes algébriques. Ici, comme dans le cas plus simple déjà 
cité et pour les mêmes raisons, ces courbes devront être unicursales. 
Si cette condition est vérifiée, ces courbes satisferont aux équations 
d 


du =, BC 0! 


En effet, quand, dans une expression wu de première espèce, on met à la 
place de x, y, = des fonctions rationnelles d'un paramètre, cette ex- 
pression doit se réduire à une constante indépendante du paramètre, 
sinon elle ne pourrait rester toujours finie : z et ¢ restent donc fixes 
quand +, y, z se déplace le long d’une courbe I; ces valeurs de u et ¢ 
correspondent aux points d’indétermination des fonctions x, y, 3. 

On peut encore démontrer que le genre de la surface ne peut dé- 
passer l'unité; c’est un cas particulier d’un théorème plus général que 
nous démontrerons à la fin de ce Chapitre. 


5. Nous avons, dans ce qui précède, supposé que les fonctions wu 
étaient de première espèce. On pourrait se proposer d’une manière 
générale l'étude des fonctions w, qu’on peut évidemment classer en 
trois espèces. | 

Arrêtons-nous un moment sur le cas d’une fonction w, relative à une 
courbe algébrique, et indiquons rapidement dans quel cas l’inversion 
de Pexpression 


GA EU d 
à: (x, y) de 
(1) re a dx =u 


donne pour x et y des fonctions uniformes de uw. Supposons d’abord 
que l’expression soit de première espèce. Dans ce cas, il ne devra y 
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avoir aucun infini (a, >), en gardant les notations du § I; nous aurons 
donc 
Dn, = oN: 


Or, pour que inversion donne une fonction uniforme, il est néces- 
saire que toutes les quantités m, soient égales à — 1, et que tous les R 
aient la valeur — 2. Par suite, 


— [m(m —1) — 2d| = — 2m; 
d’où l’on conclut 
“he m(m—3) 


2 


La courbe sera, par suite, de genre un. On voit alors aisément 
que w se réduit, soit à l'intégrale de première espèce, soit à 


5 
C ) 


e désignant l'intégrale de première espèce. Les fonctions inverses 
résultant de (1) sont donc des fonctions doublement périodiques, ou 
des fonctions doublement périodiques de la combinaison linéaire 


A logu + B, 


A et B étant des constantes. 

Affranchissons-nous maintenant de l'hypothèse que wu est une ex- 
pression de première espèce. 

Supposons d’abord que wu soit une expression de seconde espèce. II 
est manifeste quelle ne peut avoir qu'un seul pôle, si inversion se fait 
d'une manière uniforme; en effet, dans le cas contraire, à des valeurs 
très grandes de w correspondraient plusieurs valeurs de (x, y). Ceci 
posé, les quantités « du § I seront nulles, sauf une qui sera égale à 
— 2; on aura done, d'après la relation 


Za + 2m, —=2ZR, 
—2—|[m(m—1)— 2d|=— 2m, 
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d'où l’on conclut que 
| He Lan 2] 


2 


c'est-à-dire que la courbe est unicursale. Remplaçant alors dans u les 
coordonnées x et y par leur valeur en fonctions rationnelles du para- 
mètre 9, on voit que 9 ne pourra être qu'une fraction rauonnelle de w; 
donc + et y seront des fractions rationnelles de w. 

Supposons enfin que uw soit une expression de troisième espèce, 
c’est-à-dire que son développement dans le voisinage de certains points 
renferme des termes logarithmiques. On peut d’ailleurs supposer que 
les points où w devient infinie sont distincts des points doubles et de 
ceux ou f/f, = 0. On montrera d’abord qu'il ne peut y avoir de pôles, 
et que la fonction wu ne peut devenir infinie qu’en deux points (7,, ¥,), 
(x,, Ya), la partie devenant infinie se réduisant respectivement pour 
les deux points à 


Alog(x—a,) et — A log(x — x,). 


La démonstration de cette remarque, qui facilite singulièrement la 
discussion, est immédiate, car on voit de suite que, dans toute autre 
hypothèse, à de très grandes valeurs de uw correspondent plusieurs va- 
leurs de (x, y). 

Si nous revenons maintenant aux notations du § I, il n’y aura que 
deux « différents de zéro, et leur valeur commune sera —1. Nous 
aurons donc, toujours d’après la même relation, 


—1—1—[m(m—1) — 2d] =— 2m, 


c’est-a-dire que, comme plus haut, la courbe est unicursale. 

Remplacant alors dans & les coordonnées x et y par leur valeur en 
fonctions rationnelles du paramètre 0, nous aurons à faire l’inversion 
d'une intégrale de différentielle algébrique ayant deux infinis loga- 
rithmiques; done 0 et par suite x et y seront des fonctions ration- 
nelles de e“*, a étant une constante. 


6. La considération des groupes kleinéens, dont les substitutions 
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sont de la forme 
(1) (u, au + b), 


conduirait à des résultats plus généraux que ceux qui viennent d’être 
trouvés dans le paragraphe précédent. À chacun de ces groupes cor- 
respondra une relation algébrique 


f(x, y) =, 


et les coordonnées (x et y) d’un point de cette courbe, fonctions klei- 
néennes du paramètre uw, pourront être considérées comme provenant 
de l’inversion d’une équation de la forme 


X dx 
u= fol dx, 


À étant une fonction rationnelle de x et y. Mais ici la fonction uw du 
point analytique (a, y) ne sera pas nécessairement ramifiée comme la 
fonction y de x définie par l'équation f. 

Quant aux groupes kleinéens dont les substitutions sont de la 
forme (1), ils se ramènent à des types bien connus, et leur recherche 
est si facile qu'il est inutile de nous y arrêter. 


7. Pareillement, en passant de une à deux variables & et 9, il sera 
intéressant de faire la recherche des groupes discontinus dont les sub- 
stitutions sont de la forme 


(u,v,au+b,cv+d), 


les (a, b, c, d) étant des constantes. 

Mais ici se présentera une difficulté qui ne s’est pas rencontrée dans 
le cas d’une seule variable; car, en supposant obtenu un tel groupe, la 
question suivante se pose : Existe-t-il des fonctions invariables par les 
substitutions de ce groupe? D’une manière générale même, la réponse 
est négative, comme le montre l'exemple des fonctions ayant quatre 
paires de périodes. 

Dans le cas où a, b, c, d sont réels, a et c étant positifs, la recherche 
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des groupes précédents n’offrira pas de très grandes difficultés. Dans 
cette hypothése en effet, les groupes discontinus précédents rentrent 
dans ce type de groupes, relatifs a deux variables indépendantes, et que 
j'ai désignés sous le nom de groupes hyperabéliens (Journalde Mathe- 
matiques, 1885). Donnons-en un exemple. | 

En se reportant au Mémoire cité, on voit qu'à chaque forme quadra- 
tique quaternaire réelle 


f(&92 1) 
de discriminant différent de zéro, et appartenant au type 
Ui+ U— U; — Uj, 


correspond un groupe hyperabélien. Ne considérons ici dans un tel 


groupe que le seul sous-groupe formé des substitutions de la forme 
(2) (u, v, au + b, ce + d), 


nous aurons ainsi engendré un groupe discontinu du type cherché. 
Prenons, comme application, la forme suivante 


HAE Ronde DY" T1) 


D désignant un entier positif quelconque. 

Nous obtiendrons, dans ce cas particulier, le groupe correspondant 
de la manière suivante. Concevons les quatre lettres x, y, , t liées par 
la relation 

ge? — Dy? — zt=o0. 
Posons 
T—V VD __—x—7yVD 


~ ~ 


u — 


Soit maintenant une substitution linéaire quelconque, à coefficients 
entiers, transformant en elle-même la forme /; x, y, 3, ¢ deviendront 


X, Y, Z, T et posons alors 


D —X—Y/D 
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U et V seront des fonctions linéaires de u et , fractionnaires en géné- 
ral. Nous ne prenons ici, parmi ces substitutions, que celles qui sont 
de la forme (2). 

C’est ainsi que nous trouvons les substitutions 


(U,V,u+1,°—1), 
CU; Ne Lee VD, GT VD), 
[U, M dency Dua cyD)e|. 


Dans cette dernière, a etc désignent deux entiers positifs satisfaisant 
à Péquation de Pell, a? — Dc? =1. Le groupe admettant ces substitu- 
tions fondamentales est un groupe discontinu. 


8. Que pouvons-nous dire maintenant des fonctions restant inva- 
riables par les substitutions des groupes discontinus dont nous venons 
de parler? En se bornant au cas où le groupe est du type hyperabé- 
lien, on peut recourir aux séries dont j'ai fait usage dans l'étude des 
fonctions hyperabéliennes; mais, dans le cas actuel, il s’en faut que 
nous puissions en tirer le méme parti. 

Nous devons d’abord remplacer le domaine des (u, 6), où les coefti- 
cients de ¢ (pour & et pour ¢) sont positifs, par deux cercles de rayon 
un, ce que donneront les transformations 


a a ê ES; 








= , == 


Stag 4 ars 


Au groupe précédent correspond alors un certain groupe 





Ce. A&+B An + B’\ Nas ! / OUT (fe oak 
(= Grey Geen) ADS BO AD BG ar} 


Prenant alors une fraction rationnelle R(&, 7), qui reste finie à Vin- 
térieur des cercles et sur leur circonférence, c’est la fonction 





oR (Aes A'n + B’ I 


Gene) (CE + Dy*(C'n + D'}" (DL) 


(la sommation étant étendue a toutes les substitutions du groupe ), 
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qui conduit aux fonctions restant invariables par les substitutions du 
groupe. 

Si nous revenons aux variables u et ¢, les fonctions que nous obte- 
nons ainsi se trouvent seulement définies pour les valeurs des variables 


u=u'+ iu’, e= +10", 


qui correspondent a 


li a0, "> 0. 


Dans les cas que j'ai autrefois étudiés, cela suffisait; car les fonc- 
lions étaient nécessairement limitées à ce domaine et ne pouvaient 
s'étendre au delà. Avec nos groupes actuels, il en est tout autrement; 
le domaine possible n’est pas a priori limité, mais les développements 
en séries, qui précèdent, ne peuvent être employés sans examen préa- 
lable, quand on n’a plus 


eG, > 0. 


Nous ne pouvons donc décider s’il existe ou non des fonctions res- 
lant invariables par les substitutions du groupe considéré. Les fonc- 
lions, bien entendu, ne doivent pas avoir d’autres singularités essen- 
liclles que celles qui appartiennent au groupe lui-même. Malgré de 
longues rechérches sur ce sujet, il m’a été impossible d’arriver a des 
résultats précis, si ce n’est dans des cas particuliers, d’ailleurs intéres- 
sants, que j étudierai dans un autre travail. 


9. Nous terminerons en démontrant un théorème auquel nous 
avons déjà fait précédemment allusion (n° 4). Si les coordonnées x, 
y,= d’un point quelconque d’une surface s'expriment par des fonctions 
uniformes de deux paramètres uw et ¢, restant invariables pour un 
groupe de substitutions de la forme 


(u, », au + b, cv + d), 


et que le domaine fondamental de ce groupe soit tout entier à distance 
finie, sans singularité essentielle des fonctions sur sa surface, le genre 
de la surface ne pourra dépasser Vunité. 
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Soit une intégrale double de première espèce 


[FE ne ag dy) 


en remplaçant x, y, 3 par leur valeur en & et ¢, nous aurows 


[ f Gu») dude, 


Ox dy Ox dy 
4 LA) du dv ov x) 
GGA 6) — VE z 


en posant 








La fonction G(u, ¢) sera holomorphe dans le domaine fondamental. 
in posant 
U = au + b, V= ce + d, 

on aura 

: I 

G(U, DV?) => ao G(u, v). 

Or écrivons 
vie: 


il en résulte que 
G' G' is a 
D [72 (2 > : - 
[ = [+ du + G do = | P dx + Q dy, 


P et Q étant des fonctions rationnelles de x, y et 3. On a donc 


X,Ÿ35 
Pdx+Qdy 


Vo. Vo; 70 
CUS i 
L’exponentielle qui est dans le second membre doit donc rester finie 
pour tout point (x, y, 3) de la surface; d’où cette conséquence, que 
Vintégrale 


(1) [ Pdw + Qdy 


est une intégrale de première espèce. Ainsi, à chaque intégrale double 
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de première espèce correspond une intégrale de différentielle totale de 
première espèce. Lorsque (x, y, 3) décrira un cycle correspondant à 
la substitution 

(u, », au + b, co + d), 


l'intégrale s'augmentera de 
— log(ac) + 2krTi, 
ke étant un entier. 


S'il existe done deux intégrales doubles de première espèce, il y 
correspondra deux intégrales de première espèce 


fPdr+Qdy et [ Pide + Qi dy; 
la différence de ces deux intégrales 
f(@—P;)4r+(Q—0Q)dy 
. ? OR 4 fs HAE i * 
sera une intégrale de première espèce, n'ayant que la période 274. Or 
ceci est impossible, car une intégrale de première espèce doit avoir au 


moins deux périodes distinctes. Le genre de la surface ne peut donc 
dépasser l'unité. 
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Sur la détermination générale du volume engendré par un 
contour fermé gauche ou plan dans un mouvement quel- 


conque ; 


Par M. G. ROENIGS, 


Maitre de Conférences à l’École Normale supérieure et à la Sorbonne. 


Tout le monde connaît les belles propositions sur les corps de révo- 
lution auxquelles est attaché le nom de Guldin. On a cru, il est vrai, 
pouvoir lire un énoncé de ces théorèmes dans un passage obscur des 
Collections de Pappus, mais c’est Guldin qui paraît en avoir donné, le 
premier, sinon une démonstration satisfaisante, au moins un énoncé 
suffisamment précis. 

Au début de ces recherches, je m'étais proposé de trouver une ex- 
tension du théorème de Guldin qui concerne le volume, en supposant 
qu'un contour fermé quelconque, donné, accomplit une révolution 
complète autour d’une droite de l’espace. Le volume engendré devait 
être naturellement une fonction des coordonnées de l’axe de rotation 
(une fonction de droite). Je fus ainsi conduit à reconnaître que la 
théorie des segments de Môbius s’imposait, en quelque sorte, dans la 
solution de ce probleme, et qu’elle en fournissait la solution la plus 
rationnelle et la plus simple. En cherchant ensuite à étendre mon 
étude au cas d’un mouvement quelconque, je me vis encore forcé de 
faire un nouvel appel à cette même théorie, pour la représentation 
du mouvement, en sorte que, grâce à la doctrine de Mobius, tout ce 
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qui à trait aux volumes engendrés par un contour fermé de forme 
invariable se trouve compris dans une proposition unique, simple, 
immédiatement compréhensible. 

Cette double intervention de la théorie de Mobius m'a paru d’autant 
plus digne d'intérêt qu'on ne lui avait pas, jusqu'ici, trouvé d'emploi, 
en dehors des deux applications classiques de la Statique et de la Ciné- 
matique du corps solide, pour lesquelles, à vrai dire, Mobius l'avait 
justement créée. 

Il m'a semblé important, pour la théorie de Mobius, de prouver 
qu'elle ne se borne pas à ces deux applications, qu'elle n’est pas sté- 
rile et propre uniquement à satisfaire un esprit philosophique; mais, 
au contraire, qu'elle s'impose dans telles questions qui ne pourraient 
trouver en dehors d’elle leur solution naturelle. 

Cette considération m'a décidé à développer ici cette application 
nouvelle de la doctrine de Mobius. 


I. — Enoncé DU PROBLÈME. 


Il me semble convenable d’expliquer au début ce que j’entends par 
volume engendré par un contour fermé dans un mouvement quel- 
‘conque. Dans le cas général, en effet, le contour fermé mobile engendre 
une sorte de surface-canal ouverte aux deux bouts, et l’on n’apercoit 
pas ce qu'il faut entendre par le mot volume. Pour lever cette diffi- 
culté, concevons que l’on ait tendu une cloison sur le contour fermé; 
le volume engendré par le contour sera celui que cette cloison aura 
balayé. 

Quant à la valeur du volume ainsi défini, elle se trouve indépendante 
de la cloison choisie; car, changer la cloison T et la remplacer par une 
autre T’, également tendue sur le contour, cela revient à transporter 
d’une extrémité à l’autre du volume l’onglet compris entre les deux 
cloisons T, T’, et dont le contour proposé forme Varéte. On voit done 
que le volume possède une valeur indépendante du choix de la cloison. 
Cette valeur ne dépend que du contour, et c’est à juste titre que nous 
considérons le volume comme engendré par le contour. 

Au surplus, les développements ultérieurs démontreront en toute 
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rigueur Vindifférence du choix de la cloison, dont je ne puis ici que 
faire comprendre approximativement l’origine. 


Il. — AXE ARÉOLAIRE. 


La solution précise du problème exige, en effet, quelques explica- 
tions préliminaires que je vais exposer. 

Il est d’abord nécessaire, en vue de la fixation,des signes, de sup- 
poser que le contour est doué d’un sens de parcours donné & priori. 
Dans certaines questions, notamment dans celles qui ont trait aux 
aires, on est assujetti déjà à cette nécessité. 

Soient un plan orienté II (‘) et un contour fermé ©, doué d’un sens 
de parcours. On sait que la projection du contour sur le plan IT à une 
aire parfaitement définie en grandeur et signe, qui a pour valeur 


(1) Aa + BB+ Cy, 


en supposant que &, 6, y soient les cosinus directeurs de l'orientation. 
Quant à A, B, C, ce sont les aires (prises avec leurs signes) des pro- 
jections du contour sur les plans de coordonnées. Ainsi l’on à 


Ace fyds aaa fz dy = “fy dz — z dy), 
(2) RME ~rdz = (7 dx x dz’), 
(CE fady =— fy de =1/(ady —yde), 


les intégrales étant prises le long du contour £, parcouru dans le sens 
qui lui appartient. 

Considérons un segment, dont la position sera indéterminée dans 
l'espace, mais dont A, B, C seront les projections sur les axes de coor- 








(') On appelle plan orienté un plan sur les normales duquel un sens de par- 
cours est fixé. Les cosinus directeurs x, 8, y relatifs à ce sens de parcours fixent 
l'orientation du plan; on peut les appeler les cosinus directeurs de l’ortentation. 
J’appelle axe d'orientation une quelconque des normales au plan, décrite dans 
le sens de l'orientation, par exemple celle qui passe à l’origine. 
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données; la formule (1) fait voir que, pour avoir l’aire du contour sur 
un plan orienté quelconque, il suffira de projeter ce segment sur l’axe 
d'orientation du plan, en affectant la longueur du segment du signe + 
ou —, selon qu'il aura le sens de l’axe d'orientation du plan ou le sens 
opposé. 

Je donnerai abréviativement le nom d’axe aréolaire du contour à 
ce segment dont la simple projection sur un axe suffit pour représenter 
en grandeur et en signe l’aire de la projection du contour sur tout plan 
orienté par cet axe. 


Ill. — La FORMULE DE STOKESs. 


Considérons toujours un contour fermé € doué d'un sens de par- 
cours, et tendons une cloison T sur ce contour; puis, décomposons 
cette cloison en éléments superficiels infiniment petits w. Chacun de 
ces éléments superficiels est limité par un contour fermé infiniment 
petit, et je vais montrer que la propriété du contour € d’avoir un sens 
de parcours se transmet à tous les contours élémentaires dans lesquels 
la cloison a été décomposée. 

Soient, en effet, M un point de la cloison T et MM’, MM” deux 
segments égaux à une même quantité constante 2, aussi petite qu’on 
voudra, portés de part et d’autre de M sur la normale à la cloison au 
point M. Lorsque ce point M décrit la cloison, les points M’ et M” dé- 
crivent deux surfaces T’ et T” parallèles à la cloison et limitées respec- 
livement par les deux contours £' et ©” que l’on obtient lorsque le 
point M décrit le contour © lui-même. 

Prenons le point M, de sorte qu'il soit infiniment voisin d’un point P 
du contour 2, et menons la tangente en P au contour dans le sens de 
ce contour; sur la normale en M à la cloison, il y a un sens qui est dex- 
trorsum avec le sens de cette tangente ; supposons que ce soit le 
sens MM’, qui va de T à la surface T’. Nous dirons que la surface T’ 
est à droite de la cloison T’; la surface T” sera, au contraire, à gauche 
de cette cloison. 

Si, au lieu du point P du contour 2, on avait pris un autre point Q 
de ce même contour, et puis un point M voisin de Q sur la cloison T, 
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et que l’on eût effectué les mêmes constructions, on aurait évidemment 
été conduit à donner le nom de droite de la cloison T encore à la sur- 
face T”, et de gauche à la surface T”, en sorte que la définition est in- 
dépendante, au fond, du point P pris sur le contour. On s’en assure 
aisément par voie de continuité, en déplacant le point M sur une 
courbe tracée sur la cloison T, et infiniment voisine de l'arc PQ du 
contour ©. 

Il est clair que, si l’on change le sens de parcours du contour €, la 
droite et la gauche de la cloison T se permutent. 

Ceci posé, prenons un point M de la cloison T, et soit w un élément 
superficiel qui entoure le point M; élevons en M la normale à la cloi- 
son T vers la droite de cette cloison; soit MN cette normale. Des deux 
sens de parcours qu’on peut attribuer au contour élémentaire o, il en 
est un qui est dextrorsum avec MN : cest ce sens que j’attribue au 
contour w. 

Tout contour élémentaire w se trouve ainsi doué d’un sens de par- 
cours déterminé, et ce sens change avec celui qui est donné sur le con- 
tour total © 

Maintenant désignons par £, 7, € les cosinus directeurs de la nor- 
male droite MN et par u, ¢, w trois fonctions arbitraires des coordon- 
nées £, y, =; on à la formule suivante, attribuée à Stokes, 


À | fu dx + + dy + w dz) 
Ame ar ju ee ee En 


l'intégrale simple est prise, suivant le contour, dans le sens qui lui ap- 
partent, et l’intégrale double s'étend à tous les éléments w. Ajoutons 
que, dans cette intégrale double, w représente la valeur de Paire élé- 
mentaire du contour w, qui est assimilable à une aire plane. 

Comme application de cette formule de Stokes, cherchons la somme 
des aires des projections de tous les contours © sur un plan II, dont a, 
3, y seront les cosinus directeurs de l’orientation. 

Il faut observer que l’axe aréolaire du contour w (assimilable à un 
contour plan) n’est autre qu'une longueur égale à ©, portée sur la nor- 
male MN. D'après un théorème bien connu sur la projection des aires 
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planes, Vaire de projection sur le plan II du contour w aura done la 


valeur suivante 
(ak + By oe yO) 5 


d'où, pour la somme de toutes ces projections, 
SJ (5 + By + ye. 
Or prenons, dans la formule de Stokes, 


Bz— yy yCr—a45 ay— par 
———— == —— 9 0 = mem er 





Ÿ 
D 
wo 


el nous aurons 


2] 5 | 
2 2 


ip y dz —zdy sdx —xdz sxcdy—ydxr 
OL - Æ — 6 = = VY. — 
2 3 
= JS (25 + Bn + yo, 
c'est-à-dire, d’après les équations (2), 
= A & + BB =e Cy. 


On voit donc que la somme des aires des projections de tous les élé- 
ments © sur un plan IT orienté, quelconque, est indépendante de la 
cloison T choisie et est égale à l'aire de la projection du contour sur 
ce plan. 

C’est à dessein que j'ai rattaché cette remarque bien connue au théo- 
reme de Stokes, car une remarque toute pareille va me conduire à la 
solution du problème que je me suis proposé. 


IV. — VoLuME DE TRANSLATION. 


Il importe d’abord de fixer le signe des volumes et d'introduire à 
cet effet une convention. L’étude des volumes de translation nous en 
fournira l’occasion. 

Supposons d'abord que le contour subisse une translation rectiligne 
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dont je représenterai par uw, °, « les composantes suivant trois axes 
rectangulaires liés au contour. 
Les cosinus directeurs de cette translation seront 


14 Vv Vv 


= — a ; TR , 
Vert po Vui+ + Vue + ot 








et Vu? + 6? + w? représentera son amplitude. 

Concevons une cloison T tendue sur le contour; chaque élément w 
de cette cloison décrira un élément cylindrique dont la section droite 
sera précisément la projection du contour w sur le plan If dont 


u Vv Vv 


ne 7 — ee 
Vu? SE (pe SR ae Vu? SE pe Vu? + p2 + 2? 











sont les cosinus directeurs de l'orientation ; la valeur absolue de cette 
section droite sera donc égale à la valeur absolue de l’expression 





u ¢ a ‘ (14 t 
ay ae ae oa + — 6 |) 
VUS Etc Vu? S05 = (PE uz CHERS 


où £, n, Ç sont les cosinus directeurs de la normale MN à la cloison 
définie comme précédemment. Pour avoir le volume, il suffira de mul- 





tiplier la section droite par la hauteur Vu? + ©? + ?. Quant au signe, 
Je conviens expressément d'adopter celui méme de l’aire de la pro- 
jection du contour w sur le plan I. 

Le volume balayé par l'élément w aura dès lors en grandeur et signe 
la valeur suivante 


(ws + en + wOo. 


Le volume engendré par la cloison T sera la somme des volumes 
balayés par chaque élément, ce qui donne, pour le volume intégral, 


Sf(Gb+ en +w Oo. 


Or on aperçoit tout de suite, d’après l'application déjà faite du 
P , P PP J 
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théorème de Stokes, que cette intégrale a la valeur suivante 
(4) Au+ Bo+ Cw; 


où A, B, C ont la signification que leur attribuent les formules (2). 
Je ne m'arrêterai pas à montrer que la formule (4) s'étend au cas 

d'une translation non rectiligne, à condition que &, v, w représentent 

les projections de la corde qui sous-tend l'arc de la courbe directrice du 

mouvement de translation. - - 
Je passe immédiatement au cas d’un déplacement hélicoïdal. 


V. — VoLUME HELICOIDAL. 


J'observe d’abord que, pour une mème hélice directrice, les volumes 
hélicoïdaux engendrés par un même contour sont entre eux comme les 
amplitudes des rotations effectuées autour de l'axe de Vhélice. IT suffit 
donc d'étudier le cas d’un déplacement hélicoïdal infiniment petit. 

Je représente par p, g, r les composantes de la vitesse de rotation, 
le temps étant pris pour variable indépendante, et par a, b, c les 
composantes de la vitesse de l’origine ; le tout en supposant que les 
axes de coordonnées soient liés invariablement au contour. La vitesse 
d’un point x, y, = lié au contour aura pour composantes 


y 
V,=bd+rx — pz, 


J 


oe aa a TV: 


7 


V,=c+py— qa; 


il suffirait de multiplier par dt pour avoir le déplacement même du 
pointe, Dan) 

Considérons maintenant une cloison T tendue sur le contour, et un 
élément de cette cloison, décrit autour d’un point M(x, y, 3). Le 
volume balayé par lélément © est assimilable au volume qu'il engen- 
drerait dans une translation égale et parallèle au déplacement V, dé, 
V,dt, V.dt du point M. Ce volume, d’après le numéro précédent, a 


O 
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donc pour valeur en grandeur et en signe 
(V,E+ Vin + V.Oodi, 


et le volume balayé par toute la cloison est la somme des volumes ba- 


layés par tous les éléments, c’est-à-dire 
SS Nee + V,n + V:Oo dt. 


Or posons, dans la formule de Stokes, 





DEEE) yet 3 
UE == : P , 
2 2, 
CL—az . Dee TE 
T= 2 Cie : 
ay—bx nee 
RS eae À 5) 
7 2 2 
el nous trouvons 
V Ow de V du Ow V de du 
= — =) =. — =) ‘= — — =: 
F dy Os 4 Os Ox ? Ox dy 


L'intégrale qui représente le volume se transforme donc dans Vin- 
tégrale simple, prise le long du contour, 


de [| LR a =) ni Pat (soe a a ==) dy 


2 
ay—bx ety? 
+ (See 3 mate rear J ) Z|. 


Posons, outre les équations (2), les suivantes 


2 


L = = f ne da, 


2 


(2') M=— f ==" dy, 


2, 
; e+ y? 
aes 
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et nous arrivons finalement à cette expression du volume 
(5) (Aa+Bb+Cc+Lp+Mg+Nr)dt. 


Cette formule est fondamentale, je vais l'interpréter. 


VI. — SYSTÈME DE SEGMENTS ATTACHÉ AU CONTOUR. 


On sait qu'un système de segments rapporté à trois axes rectangu- 
laires a pour coordonnées les sommes 4, vs, © des projections des 
segments qui le composent sur les axes de coordonnées, et les mo- 
ments résultants £ , dk, 2, pris par rapport à ces mêmes axes. 

Si l’on fait la somme géométrique de tous les segments du système, 
le segment qui figure cette somme, et qu'on nomme la résultante de 
translation du système, a pour projections L, wb, © et, par consé- 
quent, sa longueur est égale à 





(G) Vie EC ©. 

Chasles a démontré que si par voie de glissement des segments sur 
leurs lignes d’action, ou par voie de composition et de décomposition, 
on transforme un système en un autre, qui lui est, comme on sait, 
équivalent, les tétraèdres construits sur les segments du premier sys- 
tème pris deux à deux, avec des signes convenables, ont une somme 
égale à la somme analogue que l’on obtiendrait avec le second système 
de segments, équivalent au premier. Cette somme doit donc s’ex- 
primer à l’aide des coordonnées 4,16, ©, £, IL, 9b, et l’on sait en effet 


qu'elle a pour valeur le sixième de l'expression 
(5210 ML + DR + SI. 


Cette expression est donc un invariant du système de segments, de 
même que la somme &*+ vs? + ©? qui représente le carré de la ré- 
sultante de translation. Le rapport 


/ ob? + ut JT + ONG 
(8) ee ot 
EMILE © 





est donc également un invariant du système de segments. 
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Le théorème de Chasles est susceptible d’une extension, dans la- 
quelle on considère simultanément deux systèmes de segments A, vs, 
©, Ly MM, IG; L', W', ©’, £’, IW’, 90’. Construisons de toutes les façons 
possibles un tétraèdre en prenant un segment dans un système et un 
segment dans l’autre, la somme des tétraèdres ainsi obtenus et affectés 
d’un signe convenable est égale au sixième de l’expression 


(9) LL + WT + SN + LA + Ib + IC”. 


Cette expression constitue donc un invariant simultané des deux sys- 
tèmes : on lui donne le nom de moment des deux systèmes. 

Si les deux systèmes se réduisent chacun à un segment, le moment 
est égal au sextuple du tétraédre construit sur ces deux segments. 

Parmi tous les systèmes de segments que l’on peut imaginer et qui 
forment une sextuple infinité, je considère particulièrement ceux pour 
lesquels la résultante de translation est égale à l’unité ; je donnerai à 
ces systèmes de segments unitaires le nom de vis, pour adopter une 
locution employée par M. Ball, dans ses recherches sur la dynamique 
des corps solides. 

Soit un système de segments 


ol , vb, © 9 (ep JT 4 Ib 3 





si l’on divise par V4? + vb? + <? toutes les coordonnées de ce système, 
on obtient les coordonnées d’une vis 


alo Ws sie 


10) as ee ns 1) SAS DE ee 
sae VAP Wb?+ C2 fo? + Vb? + S? VAE Ub? + ©? 








Nous dirons d’une telle vis qu'elle porte le système de segments. 
D’après cela, tout système de segments peut être représenté par les 
coordonnées a, B, y, À, uw, v de la vis qui le porte, et par son module, 
qui né sera autre que la longueur @ de sa résultante de translation. 

Si l’on se reporte à l'expression (8) de Vinvariant 2, on voit que / 
ne dépend pas du module du système, mais seulement de la vis qui le 
porte; en introduisant les coordonnées x, 6, y, À, v., v de cette vis, on 
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trouve, puisque a? + 6? + y?=1, 
(10) h == oh + Bu. + Ya 


Cette quantité L est le pas de la vis. 

Si le pas est nul, la vis se réduit simplement à un axe, et le système 
de segments est réductible à un segment unique. Les axes de l’espace 
sont done des vis de pas nul; on peut encore dire que ce sont des 
segments dont la longueur est Punite. 

Pour qui connait les principes de la théorie de Mobius, ces défini- 
lions ne peuvent présenter de difficultés. Les vis portent les systèmes 
de segments, de méme que les axes portent les segments eux-mêmes. 

On voit dès lors ce qu il faudra entendre par moment d’un segment 
ou d'un système de segments par rapport à une vis; si Bb, vb, ©, £, OI, 
x sont les coordonnées du système de segments, &, 6, y, À, u, y celles 
de la vis, ce moment aura l'expression suivante 


(11) LÀ + VU + Ov + £a + IB + Ty. 


Si la vis se réduit à un axe, on retombe tout simplement sur le mo- 
ment du système par rapport à cet axe. 

Ces notions rappelées, revenons au problème qui nous occupe. 

Je considère le système de segments dont les coordonnées seraient 
A, B,C, L, M, N [formules (2) et (2’)], système qui est, en quelque 
sorte, attaché au contour donné ©, et que je représenterai par la nota- 
tion Sé. 

La résultante de translation de ce système n’est autre que l'axe 
aréolaire du contour. Quant à L, M, N, leur signification est des plus 
simples. 

Supposons que le mouvement hélicoïdal se réduise à une rotation 
autour de laxe Ow, la formule (5) nous donne pour expression du 


volume 
Lp di 


ou encore, € = p dt représentant langle de rotation, 


Lie: 
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Or les volumes, engendrés par révolution autour d’un même axe, 
élant proporuonnels aux angles de rotation, on voit que L est le vo- 
lume que le contour engendrerait par une rotation d’amplitude- 
unilé autour de Ox. Les quantités M, N ont des significations analo- 
gues. Les formules (2’) convenablement interprétées conduisent d’ail- 
leurs au même résultat. 


VII. — INTERPRÉTATION DE LA FORMULE FONDAMENTALE (3). 
Il nous est maintenant possible d'interpréter la formule (5). En 


effet, le déplacement hélicoïdal s’effectue suivant la vis dont les coor- 
données @, 8, y, À, wu, v sont égales à 





4 ae mmm ONT! J sedis on teh Me ri 4h ut, 
VP? + gt r? Vpt+g?+ 72 Vp?+ G+ 1"? 

À a b Cc 

KS TR ——_ , See nee, 











Vp? + gt r Vp?+ gq? 4 72 Vp?+ get r2 


et Vamplitude ¢ de la rotation a pour valeur 





gee Vp? + q° Le Peet 
La formule (5) peut done s’écrire 
(12) (AA + Bu + Ov + La + MB + Ny)e. 


Si l’on utilise alors la remarque que, dans un mouvement helicoidal 
(cas qui comprend le mouvement de révolution ), les volumes engendrés 
sont proportionnels aux amplitudes, on reconnaitra qu'il est permis de 
supposer dans la formule (12) que ¢ est fini. 

La quantité entre parenthèses n’est autre, du reste, que le moment 
du système Se par rapport a la vis V qui dirige le mouvement hélicor- 
dal. De là ce théorème : 


St un contour fermé © est animé d’un mouvement hélicoïdal 
d'amplitude # sur une vis V, le volume engendré est égal au pro- 
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duit de l'amplitude € par le moment du système Se pris par rap- 
port à la vis V. 


Supposons, en particulier, que la vis se réduise à un axe 2; on a ce 
théorème : 


Le volume engendré par un contour fermé © tournant d’un 
angle & autour d’un axe & est égal au produit de l’amplitude e par 
le moment du système Se pris par rapport à l’axe &. 


Ce dernier théorème montre que la théorie des moments de Poinsot 
et de Mobius s'applique en tous ses points à l'étude des volumes de 
révolution engendrés par un contour fermé donné. La distribution des 
volumes est la même que celle des moments d’un certain système de 
segments. Il est aisé d’en conclure une série de théorèmes calqués 
sur ceux de la théorie des moments. Par exemple, le lieu des axes de 
volume nul est un complexe linéaire; le lieu des axes d’égal volume 
(pour une même amplitude de rotation, bien entendu) est un complexe 
quadratique, etc. 

Dans mes Communications aux Comptes rendus de l Académie des 
Sciences, après avoir démontré le théorème relatif aux corps de révo- 
lution, j'étais passé au cas des volumes hélicoïdaux par l'application 
d’une proposition que j'avais démontrée directement et qui me parait 
avoir en elle-même quelque inteérét. 

Tout déplacement hélicoïdal est la résultante d’une rotation autour 
de l’axe hélicoïdal et d’une translation le long de ce même axe; si e est 
l'amplitude de la rotation, amplitude de la translation est égale à he, 
ou 

FRS ah + Bp + yv 


ny) 2 
a. B24 +2 = ah + Bu yy 


représente le pas de la vis. ° 
Les coordonnées de l’axe de rotation sont alors 


a, B, y, A—«ah, w—Bh, v—yh, 
et les composantes de la translation ont pour valeur 


ahe, Bhe, vhe. 
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Le volume engendré dans la rotation est done égal à 
[La+MB+Ny+A(A— ah) + Bin — Bh) + Civ — yh)I[«, 
et le volume de translation est, au contraire, égal a 
(Aa + BB+ Cy)he. 
La somme de ces deux volumes est 
(La+MB+Ny+AA+ Bu + Cv)ez, 


c’est-à-dire le volume hélicoidal lui-même. 

Ainsi, le volume hélicoidal est la résultante du volume de révolu- 
tion et du volume de translation, de méme que le mouvement héli- 
coidal lui-méme est la résultante du mouvement de rotation et du 
mouvement de glissement. 


VIII. — Cas D'UN MOUVEMENT QUELCONQUE. 


J'ai hate darriver au cas d’un déplacement fini quelconque du con- 
tour. Je suppose que la position du contour dépende d’un paramètre ¢, 
que nous pouvons imaginer être le temps. Le mouvement corres- 
pondra à une variation de Z entre deux limites 4, et ¢,, et ce mouve- 
ment pourra étre considéré comme une succession de torsions infi- 
niment petites sur des vis successives. 

Soient, à l’époque #, a, B, y, À, um, v les coordonnées de la vis 
instantanée, prises par rapport à des axes entraînés avec le contour, 
et w la vitesse angulaire, Les quantités «, 6, y, À, w, v, w seront des 
_foncüons connues de la variable #, et le volume engendré dans la tor- 
sion élémentaire sera, d’après la formule (12), 


(AA + Bu + Cv + La + M6 + Ny)o di, 


et, par suite, le volume fini engendré dans le mouvement intégral sera 
Journ. de Math. (4° série), tome V. — Fasc. IT, 1889. 45 
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représenté par l'intégrale définie 
u 
if (AX + But Cv + Lo + MB + Ny)w di. 
Lo 


J’introduis alors les notations suivantes 


ty ty aly 
a =f ao de, b =f Bw de, CINE) DES 
ta ty lo ty 
(13) \ ty ty ali 
| LE f Aw dt, m aif uw ae, l= [ vo dl, 
t 


vty 7 “0 4 lo 


et l'expression du volume devient 
(F) Al+Bm+Cn+La+Mb+ Ne. 


Cette formule générale (F) est celle qui résout complètement le 
problème général que je m'étais proposé. Nous allons chercher a l’in- 
terpréter. 


IX. — SYSTÈME DE SEGMENTS LIE AU MOUVEMENT. 


Dire que l’on se donne le mouvement dont est animé le contour ©, 
c'est dire que l’on se donne les quantités «, 6, y, À, u, v, w en fonction 
de ¢, et, par conséquent, les intégrales a, b, c, l, m, n. 

Je regarderai ces six intégrales comme les coordonnées d’un système 
de segments Son, dont je pourrai dire qu’il est attaché au mouvement, 
de même que le système Se est attaché au contour e. 

Si l’on se reporte alors à la formule (9) qui représente le moment 
de deux systèmes de segments, on voit que la formule (F) exprime le 
théorème suivant : 


Le volume engendré par un contour fermé 2 dans un mouvement 
quelconque M est égal au moment de deux systèmes de segments 
Se, Sow qui dépendent, le premier, du contour seulement, et le 
second uniquement du mouvement. 
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Ainsi se trouve résolu le problème que je m'étais proposé ; il ne me 

reste plus qu'à en développer quelques conséquences et quelques cas 
particuliers. 

Comme exemple des diverses remarques générales auxquelles peut 

donner lieu la formule (F), j’énoncerai les deux théorèmes suivants : 


I. Si sept contours fermés sont liés invariablement entre eux, il 
existe une méme relation linéaire et homogène entre les sept vo- 
lumes auxquels ces contours donnent lieu dans un mouvement 
commun arbitraire. 


I! suffit, pour démontrer ce théorème, de remarquer que les sept 
volumes ¢,, ©, ..., #, sont des fonctions linéaires des six paramètres 
a, b,c, l, m, n par lesquels intervient le mouvement. 


Il. Si l’on imprime à un contour © sept mouvements M,,M,, …, 
M, A, wl existe entre les sept volumes engendrés par ce contour 
une relation linéaire homogène, indépendante du contour choisi. 


Ce théorème résulte d’une remarque analogue à la précédente. 
L'observation suivante offre encore un certain intérêt. 
Considérons le système SM, de coordonnées 


’ SS a 
porte par la vis ry. 


gS Va? + br c?. 


Ilest clair, d’après la formule F, que tout contour fermé invariablement 
lié aux axes mobiles Ox, Oy, Oz engendre, dans le mouvement on, 


le même volume que s’il était animé d’une torsion d’amplitude 9 sur 
G20 b Cheha 
CT CNT 
priété que nous venons de reconnaître à § permet de résoudre immé- 
diatement la question suivante : 

Trouver sur une surface donnée convexe & une courbe fermée © qui 


la vis 7 Appelons § cette torsion hélicoïdale. La pro- 
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engendre dans un mouvement donné on le plus grand volume. Il suffira 
de résoudre le problème pour la torsion $ ; dans ce mouvement de 
torsion la surface X touche son enveloppe suivant une courbe © qui est 
précisément la courbe fermée cherchée. 

Je laisse au lecteur le soin de reconnaître qu'il existe des contours 
pour lesquels S@ est identiquement nul, d’autres pour lesquels Se se 
réduit à un couple ou à un segment unique. Ce dernier cas est par- 
ticulièrement intéressant, car il se présente chaque fois que le contour 
est plan. 


X. — Cas D'UN CONTOUR PLAN. 


Considérons en effet un contour plan et adoptons, pour axes liés au 
contour, deux axes rectangulaires Ga, Gy, situés dans son plan et se 
coupant au centre de gravité G de son aire (que je suppose non nulle) 
et un troisième Gz normal au plan de contour. 

Les formules (2) et (2’) nous donnent, puisque z est toujours nul 
sur le contour, 


L 


À = 0, Bea C=;/f(«dy — y dx), 
L=—;/fy° dx, M = — ; fx? dy, N=°0: 
_Or les coordonnées €, n du centre de gravité de l’aire sont données 
par 
Ge Je Cn =f fy dx dy, 
ou encore, en ramenant à des intégrales curvilignes, 
C§=— i fa’ dy, En) 
On a donc 


Mais, puisque le centre de gravité est à l’origine, on a 


d’où 
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Donc toutes les coordonnées du système S2 sont nulles, sauf C. Le 
système Se est ainsi réductible à un seul segment C, égal à l'aire du 
contour et élevé perpendiculairement à son plan au centre de gravité 
de son aire. En un mot, le système se réduit à l’axe aréolaire, trans- 
porté au centre de gravité. 

Le cas d’un contour plan n’est pas le seul où le système Se se réduise 
à un segment unique. Mais chaque fois que Se se réduit à un seul 
segment, il existe une infinité de contours plans qui, dans tout mouve- 
ment, engendrent chacun un volume équivalent à celui du contour 
considéré. 

On peut même supposer, par éxemple, que ce contour est une cir- 


conférence. Prenons en effet le cercle de rayon VS et qui admettrait 


pour axe la ligne d’action du segment C; attribuons à ce cercle un 
sens de parcours qui soit dextrorsum avec le segment C: nous obte- 
nons ainsi un contour circulaire dont le système Se sera représenté 
par le segment C, et, par suite, dans tous les mouvements possibles, ce 
cercle engendrera des volumes équivalents à ceux qu’engendrent tous 
les contours dont le système se réduit au segment C. 

Par suite, on peut énoncer ce théorème : 


Un contour plan étant donné, il existe un cercle dans son plan 
qui, dans tout mouvement, engendre un volume équivalent à celui 
engendré par le contour. 


§ XI. — Le THÉORÈME ve Guim. 


On donne le nom de Guldin a une proposition concernant le volume 
engendré par un contour plan tournant autour d’une droite de son 
plan. Guldin a en effet énoncé cette proposition en 1635, dans son 
Traité De centro gravitatis; mais c’est dans les £xercitationes geo- 
metricæ de Cavalieri qu’on en trouve la première démonstration satis- 
faisante. Ajoutons qu'un passage obscur des Collections mathéma- 
tiques de Pappus paraît avoir trait aux propositions attribuées à 


Guldin. 
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Celle de ces propositions qui concerne les volumes (la seule dont il 
soit ici question) se déduit aisément de la proposition relative aux 
corps de révolution du § VII. 

En effet, soit un contour plan tournant autour d’un axe A situé dans 
son plan; soit 0 Pangle de rotation; le volume sera égal au produit de 0 


par le moment pris par rapport à A du segment unique Tex auquel se 
réduit ici le système Se. Or, le segment C est normal au plan du 
contour au centre de gravité G de son aire; appelons 7 la distance 
de G à l’axe A, le moment aura pour valeur 


et le volume sera, par conséquent, 
rove. 


Comme C est l’aire du contour plan, et 74 l'arc de cercle décrit par 
le centre de gravité, on a bien la proposition de Guldin. 

Mais on peut généraliser encore cette proposition en l’étendant, sous 
sa forme légèrement modifiée, au cas d’un contour plan tournant autour 
d'un axe A quelconque. 

Le volume sera encore égal au produit de 0 par le moment du seg- 
ment C, pris par rapport a A. 

Soit 7 la plus courte distance de A et de la droite A’ qui porte le seg- 
ment C; soit sine la valeur positive du sinus de langle de ces deux 
droites. Le moment a pour valeur 


7 (sin à: 
et le volume est, par conséquent, 
Ür.Csine. 
Or, soit P le pied, sur A’, de la perpendiculaire commune à A’ et 


à A. Dans 97 on aperçoit le chemin décrit par le point P dans la rota- 
tion. 
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Dans Csinæ on reconnaît l’aire de la projection du contour sur le 
plan mené par le point P et par Vaxe A. 
De la l'énoncé suivant : 


Le volume engendré par un contour plan tournant d’un angle 
quelconque autour d’un axe quelconque À est égal au chemin par- 
couru par le point P, pied de la perpendiculaire commune à l'axe 
de rotation À et à la normale au plan du contour, élevée au centre 
de gravité de son aire, multiplié par l'aire de la projection de ce 
contour sur le plan mené par Vaxe de rotation et le point P. 


Telle est la généralisation du théorème de Guldin pour les contours 
plans. Le cas d’un contour quelconque ne se prête pas à un énoncé 
aussi simple, et l'emploi du système de segments nous paraît fournir 
l'expression la plus simple, et en même temps la plus générale que l’on 
puisse désirer; surtout si, comme nous l’avons fait ici, au lieu de se 
borner au cas d’un mouvement de révolution, on veut embrasser le cas 
d’un mouvement quelconque. 


XII. — Un cas PARTICULIER DE MOUVEMENT. 


Dans la proposition du $ IX intervient un système Sai de segments 
lié au mouvement. La définition directe de ce système, son interpré- 
tation, ne paraît pas aussi simple que celle du système Se lié au con- 
tour. Il y a cependant un cas où cette interprétation est facile : c’est 
celui où le mouvement est dirigé par une courbe. 

Je dis que le mouvement d’une figure est dirigé par une courbe 
quand cette figure est liée invariablement au trièdre trirectangle formé 
par la tangente, la normale principale et la binormale d’une courbe. 
Soient s l’arc de la courbe directrice compté à partir de la position 
initiale du sommet du trièdre; ¢ et 7 les arcs correspondants des indi- 
catrices sphériques des tangentes et des binormales de la courbe direc- 
trice. 

Prenons naturellement le triédre de la courbe pour trièdre de réfé- 
rence mobile, et soient A, B, C, L, M, N les coordonnées du sys- 
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tème Se attaché à un contour e, lié invariablement à ce triédre. Les 
coordonnées de la vis suivant laquelle s'effectue la torsion instantanée 
seront (Darsoux, Cours de Géométrie, t. I, p. 15) 


= es B— 0 ino DER 

de® de® feu. y Vd? + de? 
i Gitano =0 y=.0 
Ra at qu” 


et amplitude de la rotation sera 
Vds? + do?. 
Le volume hélicoïdal élémentaire sera donc, d’après la formule (12), 


Ads — L dr: + N do, 


et le volume intégral dû à un déplacement fini sera alors, d’après la 
définition de s, 6,7, 


Ci As —Lr+Ns. 


Telle est la formule simple à laquelle on parvient dans ce cas, et où 

les coordonnées du système SH ont toutes des significations bien 

connues. 

Qu'il s'agisse, par exemple, du cercle osculateur d’une courbe a 
courbure constante; nous aurons 

A 0) NE): Lee 

où p est le rayon de courbure; on aura donc, pour le volume engendré 


par ce cercle, 
Tp°T. 


La formule (13) conduit a un certain nombre de problèmes où inter- 
viennent les courbes découvertes par M. Bertrand dans ses recherches 
sur les surfaces de normales principales. 


re 
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Prenons, par exemple, un contour © et un trièdre T lié invariable- 
ment a ©. Cherchons à déplacer le trièdre, de sorte qu'il soit le trièdre 
d’une courbe et que le volume engendré par le contour © soit propor- 
tionnel à l’are de la courbe directrice, ainsi que cela a lieu dans le 
théorème de Guldin. 

Nous devrons avoir 


As—L7z+Neo=Ks, 


où K est une constante; d’où 


eee oor NAS KK 
ds ds 
Les courbures de la courbe directrice sont donc linéairement liées, et 
celle-ci est dés lors une courbe de M. Bertrand. 
On parviendrait au même résultat si l’on voulait choisir la courbe 
directrice de telle sorte que deux contours © et ©’ invariablement liés 
engendrent constamment des volumes égaux ou proportionnels. 


/ 
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Georges Halphen,; 
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Par M. Came JORDAN. 


Notre collaborateur et ami, M. Georges Halphen, a succombé, le 
21 mai dernier, aux atteintes d’une maladie imprévue qui est venue le 
frapper dans toute la force de son talent. 

La franchise etla loyauté de son caractère lui avaient fait des amis sin- 
cères de tous ceux quile connaissaient; mais ils ne sont pas seuls à s’af- 
fliger d’une perte à laquelle aucun de ceux qui s'intéressent aux sciences 
ne saurait rester indifférent. 

Les liens d’affection qui nous unissaient et la part importante qu'il a 
prise à ce Journal nous font un devoir de retracer ici, en quelques lignes, 
celte carrière si courte et si bien remplie. 

Il était né à Rouen, le 30 octobre 1844. Après de brillantes études 
au lycée Saint-Louis, il entra à l'École Polytechnique en 1862 et en 
sortit, deux années après, comme officier d'artillerie. Il prit part en cette 
qualité à la guerre de 1870-1871 et fut décoré pour action d’éclat sur 
le champ de bataille de Pont-Noyelles. 

En 1872, il épousa M"° Aron. Six enfants sont nés de cette heureuse 
union, qu'aucun nuage ne vint jamais assombrir. A défaut d’une longue 
existence, Halphen aura eu du moins le bonheur inestimable de trouver 
dans la douce intimité de son foyer une consolation dans les peines de 
la vie et un encouragement pour ses travaux. 

En 1873, il entra à l'École Polytechnique comme répétiteur, fonction 
qu'il exerça pendant quatorze ans. Chargé en outre des examens d’ad- 


a 
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mission pendant les trois dernières années, il laissa dans ce trop court 
passage le souvenir d’un examinateur incomparable. 

En 1886, il fut élu membre de l’Académie des Sciences, à la presque 
unanimité des suffrages. 

L'année suivante, il se décida à quitter l'École Polytechnique pour 
prendre un service plus actif dans l’armée. Cette détermination inspira 
un peu d'inquiétude à quelques-uns de ses amis. ls 'se demandaient si 
ces nouvelles fonctions ne l’obligeraient pas à ralentir son activité ma- 
thématique et si acquisition faite par l’armée d’un excellent officier 
serait une compensation suffisante au dommage à craindre pour la 
Science. Qu’auraient-ils dit, s'ils avaient pu prévoir que, consacrant 
les jours à ses devoirs professionnels et les nuits à ses travaux scien- 
tifiques, leur pauvre ami, accablé sous cette tâche écrasante, serait si 
promptement ravi à leur affection ! 

Mais il ne mourra pas tout entier ; les OEuvres qu'il a laissées feront 
vivre son nom tant qu'il y aura des Mathématiques. 

Son premier travail, Sur l’intégration des équations linéaires, date 
de 1864; mais c’est seulement en 1869 qu'il commença à donner sa 
mesure parses recherches sur la Géométrie énumérative. Cette branche 
de la Science, alors toute nouvelle, a pour but de dénombrer les figures 
d’une espèce déterminée qui satisfont à un système de conditions 
donné. 

La première question traitée par Halphen dans cet ordre d'idées est 
la suivante : « Trouver le nombre des droites communes à deux con- 
gruences données. » Il la résolut par une formule aussi simple qu’élé- 
sante. à 

Enhardi par ce premier succès, il aborda l'étude des systèmes de 
coniques, qui formait alors le principal objet de cette géométrie nouvelle. 
On s’occupait surtout de rechercher combien, dans un système de co- 
niques défini par quatre conditions, il y en a qui satisfassent à une 
nouvelle condition donnée. 

M. de Jonquières avait montré le premier que, dans un grand nombre 
de cas, le nombre cherché est égal à «x, x désignant l’ordre du système 
de coniques, et « un autre entier, ne dépendant que de la nouvelle con- 
dition. Chasles, qui s'était jeté avec une véritable passion dans cette 
recherche, à laquelle il a consacré toute la fin de sa vie, avait obtenu 
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par induction la formule plus générale au. + By, 1 et y désignant l’ordre 
et la classe du système, « et 8 deux entiers ne dépendant que de la 
condition. Les exemples fournis à l’appui de cette formule étaient si 
nombreux et si variés, que personne ne doutait plus qu’elle fit gé- 
nérale, bien qu’aucune démonstration tout à fait concluante n’en eût 
encore été apportée. | 

Halphen entreprit de donner cette démonstration; en 1873, il crut 
même y être parvenu. C’est ainsi qu'Abel préludait à ses immortels 
travaux sur les équations algébriques en essayant de résoudre l'équation 
du cinquième degré. La question était d’ailleurs si délicate que plu- 
sieurs géomètres éminents cédaient à la même époque à une illusion 
toute semblable. Il nous suffira de nommer Clebsch et M. Lindemann, 
qui s’est illustré depuis par sa découverte de la transcendance du 
nombre 7. 

Halphen ne tarda pas à s'assurer que certains cas singuliers échap- 
paient à sa démonstration. Il n'était pas homme à reconnaitre une 
erreur sans s'occuper aussitôt de la réparer. Il découvrit bientôt que 
ces exceptions étaient dues à la présence dans le système d’une variété 
de coniques dégénérées dont l'existence n'avait pas été soupçonnée avant 
lui, ce qui lui permit de fixer avec précision dans quels cas les formules 
de de Jonquières et de Chasles sont applicables. Il parvint enfin à la dé- 
termination complète du nombre des coniques satisfaisant à cinq con- 
ditions quelconques. Ce nombre s'exprime symboliquement par un 
produit de cinq facteurs, dont chacun ne dépend que d’une seule des 
conditions données. 

Ce beau théorème, si différent de ce qu'on avait pu prévoir, tranchait 
définitivement cette question si longtemps controversée. Halphen pou- 
vait désormais aborder de nouveaux champs de recherches. 

La théorie des points singuliers fixa la première son attention. Cette 
étude, si importante à la fois pour la Géométrie et pour!’ Analyse, était 
encore peu avancée. On avait bien analysé l'influence des « singularités 
ordinaires »; mais il restait beaucoup à dire sur les singularités plus 
complexes. Parmi les géomètres éminents qui se sont attachés à élu- 
cider ces questions, Halphen se mit au premier rang. Fidèle à son ha- 
bitude constante de creuser tous les sujets qu'il touchait et de ne rien 
laisser d’inacheve, il n’y consacra pas moins de quinze Mémoires, où 
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sont traités successivement tous les points principaux de la théorie. 
Parmi les résultats, aussi nombreux que variés, qu'il a obtenus, nous 
nous bornerons à citer : | 

La détermination du nombre des intersections de deux courbes ab- 
sorbées par un point singulier ; 

Celle de l’abaissement produit dans la classe et dans le genre d’une 
courbe par la présence d’un point singulier ; 

Deux démonstrations nouvelles et directes de la loi de la conservation 
du genre dans les transformations birationnelles ; 

Deux méthodes nouvelles pour transformer une courbe quelconque 
en une autre qui n'ait plus que des singularités ordinaires ; 

La découverte de la loi régulière suivant laquelle varient les ordres 
et les classes des développées successives d’une courbe; 

Enfin la détermination sur une courbe algébrique du nombre des 
points qui salisfont à une équation différentielle donnée. 

En 1877, Halphen étendit la solution de ce dernier problème aux 
courbes gauches. Il annonçait en même temps être en mesure de 
traiter la même question pour les surfaces; mais, entrainé vers d’autres 
recherches, il se borna à donner un exemple, en assignant le degré de 
la ligne des points paraboliques. 

C'est en effet l’année suivante qu'il présentait à la Faculté des 
Sciences de Paris sa mémorable Thèse Sur les invariants différen- 
tiels. I donne ce nom aux expressions différentielles qui se repro- 
duisent a un facteur prés par une transformation homographique. 
’artant de cette définition, il expose un procédé qui permet de les 
construire successivement sans en omettre aucun. 

Un autre travail, qui suivit de près le premier, contient l’extension 
de ces principes aux invariants différentiels des courbes gauches. 
Comme application de cette théorie, il forme les équations différen- 
tielles des cubiques planes et gauches, des courbes biquadratiques, des 
lignes tracées sur les surfaces du second degré, etc. Ces exemples de 
calcul sont loin de donner une idée suffisante de la portée d'un travail 
par lequel la notion de l’invariance, déjà si féconde en Algèbre et en 
Géométrie, se trouvait transportée dans le Calcul infinitésimal; mais un 
nouveau Mémoire d’Halphen ne tarda pas à la mettre en pleine lu- : 
mière. 
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L'Académie des Sciences avait proposé comme sujet du Grand Prix 
des Sciences mathématiques pour 1880 la question suivante : « Per- 
fectionner en quelque point important la théorie des équations diffé- 
rentielles linéaires à une seule variable indépendante. » Ce concours 
restera célèbre à plus d’un titre; car c’est alors que les fonctions fuch- 
siennes firent leur première apparition sous la plume de M. Poincaré. 
Halphen, de son côté, s'était proposé de déterminer les équations 
linéaires réductibles par un changement de variables aux formes que 
l’on sait intégrer. Nous ne saurions mieux faire, pour donner l’idée de 
ce grand travail, que de reproduire ici le texte du Rapport de M. Her- 
mite : 


« Dans les travaux dont la théorie des équations différentielles a 
été récemment l’objet, on a eu principalement en vue d’obtenir l’inté- 
grale dans les cas où elle peut s'exprimer par des fonctions uniformes 
de la variable. Les belles découvertes de M. Fuchs, qui ont joué le 
principal rôle dans ces recherches, servent également de base pour 
l'étude plus profonde et plus difficile entreprise par Pauteur du Mé- 
moire n° 4. Il part de ce fait que la transformée d’une équation diffé- 
rentielle linéaire obtenue en substituant à la variable indépendante une 
fonction quelconque d’une nouvelle variable est une équation linéaire 
de même ordre, et qu'il en est de même si lon multiplie Pinconnue 
par une seconde fonction arbitraire de cette nouvelle variable. Cela 
élant, l’auteur se propose de déterminer ces deux fonctions, de manière 
que l’équation transformée soit à coefficients constants, ou bien soit 
intégrable au moyen de fonctions uniformes, simplement rationnelles 
ou doublement périodiques. Ces questions sont, comme l’on voit, aussi 
importantes que difficiles : la solution complète et générale, qui est 
exposée dans le Mémoire, montre un talent mathématique de l’ordre le 
plus élevé. Rien n’est plus intéressant que de voir s’introduire dans 
cette recherche de Calcul intégral les notions algébriques d’invariants 
qui ont pris naissance dans la théorie des formes, et ces nouvelles 
combinaisons faire apparaître les éléments cachés d’où dépend, sous 
ses diverses formes analytiques, l’intégration d’une équation donnée. 
C’est à M. Laguerre qu'est due l’idée ingénieuse et profonde des inva- 
riants et covariants des équations différentielles linéaires; il en a tre, 


350 CAMILLE JORDAN. 


pour les équations du troisième et du quatrième ordre, plusieurs beaux 
théorèmes, et M. Brioschi s’est aussi occupé avec succès du même 
sujet; mais l’auteur du Mémoire que nous analysons en a encore mieux 
fait ressortir toute l'importance. Il y joint une considération qui Joue 
également dans ses recherches un rôle essentiel, c’est celle du genre 
d'une équation algébrique entre deux variables, introduite en Analyse 
par Riemann et qui est si souvent employée dans les travaux de notre 
époque. Des applications exposées avec tous les détails nécessaires 
offrent un grand nombre de résultats entièrement nouveaux et du plus 
haut intérêt. Nous nous bornerons à citer comme particulièrement 
remarquables des équations du troisième et du quatrième ordre conte- 
nant un paramètre arbitraire, puis d’autres d'ordre impair se rattachant 
à la division de l'argument dans les fonctions elliptiques, dont la solu- 
tion, qui n’est pas une fonction uniforme, est obtenue par ces transcen- 
dantes. Nous jugeons que ce Mémoire a ajouté à la théorie des équa- 
tions différentielles linéaires des méthodes générales et des résultats 
d’une haute importance, et qu'il est digne du Grand Prix des Sciences 
mathématiques. » à 

‘ncouragé par cette haute approbation, Halphen poursuivit ses 
recherches dans ses Mémoires Sur les invariants des équations diffé- 
rentielles du quatrième ordre et Sur un problème concernant les 
équations différentielles linéaires. L'objet de ces travaux est de 
rechercher le parti que l’on peut tirer, pour l'intégration, du fait que 
l’on connaitrait la valeur d’une fonction entière et homogène de ses 
solutions. 

Le jugement de l'Académie, décernant à Halphen le Grand Prix des 
Sciences mathématiques était à peine rendu, lorsque l'Académie de 
Berlin proposa comme sujet de Concours pour le prix Steiner : « La 
solution d’une question importante dans la théorie des courbes gauches 
algébriques ». Halphen, qui avait déjà publié en 1870 une première 
Note sur la classification de ces courbes, revint à cette occasion sur 
celte œuvre de jeunesse et envoya au Concours un Mémoire étendu 
sur ce sujet aussi difficile qu’important. Cette classification avait été 
poussée avec peine jusqu’aux courbes du sixième degré; Halphen 
établit les principes qui manquaient pour aller plus loin et montra 
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toute l’excellence de sa méthode en donnant à titre d’exemple le ta- 
bleau complet des courbes des vingt premiers degrés et des courbes de 
degré 120. L’Académie ne pouvait hésiter à récompenser ce beau tra- 
vail, qui fut couronné conjointement avec un Mémoire de M. Nother. 

En dehors de ces œuvres maîtresses, Halphen trouvait encore le 
temps de produire de nombreux Mémoires sur des sujets variés de Géo- 
métrie ou d’Arithmétique et surtout sur la théorie des séries. Nous ne 
nous y arréterons pas, car nous avons hate d’arriver à la dernière évo- 
lution de ce grand esprit. 

Après son élection à l'Académie des Sciences, au commencement 
de 1886, Halphen porta toute son activité sur les fonctions elliptiques. 
Leur théorie lui était depuis longtemps familière : il en avait fait d’heu- 
reuses applications à l'intégration de certaines classes d'équations 
linéaires, à des problèmes variés de Géométrie, à l'étude de la courbe 
élastique; mais il voulut aller plus loin et doter la France d’un Traité 
complet, au courant des derniers progrès de la Science, et où les appli- 
cations trouvassent enfin, à côté de la théorie générale, la place qui 
leur est due à tant de titres. Deux Volumes de ce grand Ouvrage paru- 
rent coup sur coup avec une incroyable rapidité et dépasscrent encore 
l’attente des géomètres. Restait un troisième et dernier Volume, où 
devaient se trouver exposées les applications a PAlgèbre et à la théorie 
des nombres. C’était la partie la plus ardue de la tache, et notre 
pauvre ami s'y livrait avec un acharnement qui devait lui être fatal. 
Déjà le travail de préparation approchait de son terme; mais Halphen, 
croyant pouvoir compter sur l’avenir, avait remis à plus tard le soin de 
la rédaction. Les deux premiers Chapitres sont seuls achevés; de tout 
le reste de cet immense labeur il ne subsiste plus qu'un monceau de 
calculs épars et dépourvus de tout texte explicatif, à l'exception de 
quelques rares fragments. 
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Liste des travaux mathématiques de GerorcEes-Henri HALPHEN. 


Les années indiquées sont celles de la publication (*). 


I. — GÉOMÉTRIE DES COMPLEXES ET DES CONGRUENCES DE DROITES. 
Ne: Années 
1. Sur le nombre de droites qui satisfont à des conditions données. 


[Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, 


t..LXNIIT, ip..140 (AIDARES ARE LE... AE CERN 1869 
2. Sur les droites qui satisfont à des conditions données. [ Comptes 

rendus, tLX XI Sp r4radapares );]. . ... neo soe PURES 1871 
3. Sur les droites qui satisfont à des conditions données. [ Comptes 

rendus, L'LXXIV MT DARes) AE... Te Fries none Et 1872 


4. Applications nouvelles d’une proposition sur les congruences de 
droites. | Bulletin de la Société mathématique de France, t. 1, 
p.358 (4, Pages) le aera RER fp 524056 os 9+ SERIES 1873 


Il. — THÉORIE DES CARACTÉRISTIQUES POUR LES CONIQUES. 


5. Sur les caractéristiques dans la théorie des coniques sur le plan et 
dans l’espace, et des surfaces du second ordre. | Comptes rendus, 
t. LEAVE, Sp. 107 ala pares) ies 5 sts 6s. . 00e SRE 1873 
6, 7,8. Mémoire sur la détermination des coniques et des surfaces du 
second ordre, en trois Parties. [ Bulletin de la Société mathéma- 


tigue; t. I, p.130 et 226; ¢. Il, p. 11 (48 pages).]... 0. CRT 1873 
9. Sur les caractéristiques des systèmes de coniques. [ Comptes rendus, 
t. LXXXITL, p. 567 pases mes. ss sso. bea eee 1876 


10. Sur les caractéristiques des systèmes de coniques et de surfaces du 
second ordre. [ Comptes rendus, 1. LXXXIII, p. 886 (4 pages).]. 1876 
11, 12. Sur la théorie des caractéristiques pour les coniques. [ Procee- 
dings of the London Mathematical Society, t. IX, n°* 133 et 134 
(23 pages); Mathematische Annalen, t. XV, p. 16).].........- 1877 





(1) Nous devons la Communication de cette liste à l’obligeance de M. Guccia. 
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13. Sur les caractéristiques des systèmes de coniques et de surfaces du 
second ordre. [ Journal de l'École Polytechnique, XLV® Cahier, 
DUO, pa AE LOC, LMS A TS SRE RAT 

14. Sur le nombre des coniques qui, dans un plan, satisfont à cinq con- 
ditions projectives et indépendantes entre elles. [ Proceedings 
of the London Mathematical Society, t. X, n° 145 et 146 
(Rs paSeS) a A EE. AT. 

15. Observations sur la théorie des caractéristiques. [ Bulletin de la 
Société mathématique, t. VIT, p. 31 (4 pages).] — Réponse de 
MES CB URRR TEA NO) ARR AR UE Woes bau 


III: — THÉORIE GÉNÉRALE DES COURBES ALGEBRIQUES. 


16. Sur les points singuliers des courbes algébriques planes. [ Comptes 


rendus, tLe ube peak l Od (3 pages) vis. vce Gee ne lee Re 
17. Sur un point de la théorie des fonctions abéliennes. [ Comptes 
rendus, t. xe peel O05, (4 pages). |e aie tak Saeed eos val: 
18. Sur certaines perspectives gauches des courbes planes algébriques. 
| Comptes rente LXAXX ,.p.2638 (4 pages). }. 1480240 oo. ee 


19. Sur le genre des courbes algébriques. | Association francaise. 
Compte rendu de la quatrième session (Nantes), p. 237 (8 pages). ]. 

20 : Sur la conservation du genre des courbes algébriques dans les trans- 
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Sur les invariants de quelques équations différentielles ; 


Par M. P. APPELL. 


Il peut arriver qu’une équation différentielle d’une certaine forme 
conserve la même forme pour des changements de fonction et de va- 
riable contenant des fonctions indéterminées. Il est alors de la plus 
grande importance de former les fonctions des coefficients de l'équation 
et de leurs dérivées qui restent inaltérées dans ces changements, c’est- 
à-dire les invariants de l'équation différentielle. La théorie des inva- 
riants des équations différentielles linéaires, commencée par MM. La- 
ouerre (') et Brioschi (?), a reçu son complet développement dans 
le Chapitre IIT du Mémoire de M. Halphen : Sur la réduction 
des équations différentielles linéaires aux formes intégrables (*). 
M. Roger Liouville (*) a étudié à différents points de vue les inva- 
riants de l’équation 

dy 


Feat Gi en 3A,Y + A3 = 0. 





(1) Comptes rendus, t. LXXXYVIII, p. 116 et 224. 
(?) Bulletin de la Société mathématique de France, t. Vil, p. 105. 

(3) Mémoires présentés par divers savants à l’Académie des Sciences, 
PeXXVIILI nee 
(*) Comptes rendus, 6 septembre 1886, 12 septembre 1887; American Jour- 
nal of Mathematics, t. X, p. 283. 
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Enfin, dans une Note récente, M. Painlevé (*) annonce un travail sur 
les invariants d’une certaine classe d’équations différentielles algébri- 
ques. 

En ce qui concerne l’idée générale d’invariant et le fait de existence 
des invariants, on pourra consulter l'Ouvrage de M. Sophus Lie, 
Theorie der Transformations Gruppen, une Lettre de M. Halphen 
à M. Sylvester (?) et une Note de M. Goursat (*). 

Nous nous proposons, dans le présent travail, étude des invariants 
et des cas d’intégrabilité : 

1° Des équations différentielles de la forme 


dy pre do + ayy + AV? +. oot any” ( ie ñ) 
dæ D+biy +...+b,y? P ; 


qui conservent la même forme quand on choisit une nouvelle fonction 
inconnue 7 et une nouvelle variable indépendante £ liées 4 y etx par 
les relations 
4 4 
y =nu(x)+e(x), = U.( ae 


2° Des équations différentielles algébriques et homogènes par rap- 
port à la fonction inconnue y et à ses dérivées, équations qui conser- 
vent la même forme quand on fait 


dé 
VIN), Te = (x). 


Parmi les équations de la première catégorie nous étudierons spé- 
cialement le cas simple n= 3, p — 0, déjà considéré par M. Roger 
Liouville; et, parmi celles de la deuxième, nous traiterons presque exclu- 
sivement les équations homogènes du second ordre et du second degré. 
Quelques-uns des résultats contenus dans ce Mémoire se trouvent 
indiqués dans deux Notes que nous avons eu l'honneur de présenter à 
l’Académie des Sciences dans les séances des 20 juin et 4 juillet 1887. 








(1) Comptes rendus, 5 novembre 1888, 
(?) American Journal of Mathematics, t. IX, p. 137. 
i) 


>) Comptes rendus, 3 décembre 1888. 


INVARIANTS DE QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 363 


1. Imaginons une équation différentielle du premier ordre algé- 


oF dy Reng ES wf arian he Ate | 
brique en y et =—> etne contenant -— qu au premier degré. Cette equa- 
dx dx 3 








, ; . dy j 
Lion, résolue par rapport à ==; sera de la forme 
dx 
(1 dy &+ayt+a,y7+...+ Any" 


GeO DT ED} On y? 


les coéfficientsa 290222 2, U,,.0,,.D,, 2%, Dy etant.des fonctions 
de la variable indépendante x. 

On peut toujours supposer que le degré du numérateur surpasse 
celui du dénominateur; en effet, si l’on avait 


Ties 0 
on ferait un changement de fonction de la forme 


Y= 2+ 9(*), 


| — 


2(x) étant une fonction de x, telle que le polynôme 
Mai + 0,0° +... + 4a,%" 


ne soit pas identiquement nul; l'équation différentielle prendrait alors 
la forme 
ds BP" (Cy + cz + C5 +... + Cn 5") 


dx Cote; s+ er +... + es? 





avec ¢,2 0. Cette dernière équation est de nouveau de la forme suppo- 
sée, mais le degré du numérateur par rapport à la fonction z surpasse 
(au moins deux unités celui du dénominateur; la différence entre le 
degré du numérateur et celui du dénominateur pourrait être supé- 
pieure: a: 2, Sigl@sacoun clemisee 596," 4 ,)p 0) very en, CY <p) étaient 
tous nuls. 
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in revenant à l’équation 





(1) dy _ &+aytay?+...+ any" 
dz” bb+by+hy+...+b,y?’ 


nous pouvons donc toujours supposer, en vertu de la transformation 
précédente, 
PENSE. 
D'après cela, l'équation (1) possède l’importante propriété de con- 
server la même forme, n et p restant les mêmes, quand on prend une 


nouvelle variable indépendante €, et une nouvelle fonction inconnue 7 
liées à x et y par les relations 


(2) Gayle), y=nu(w) +(x), 


u(x), u(x), v(x) étant des fonctions indéterminées de x. Soit 


: 
dy ty OH at... a,” 





de Bo+ Bin + Bon? +...+ 6,7? 


la nouvelle équation. En adoptant la définition de M. Halphen (!), on 
appellera invariant absolu de l'équation (1) une fonction des coeffi- 
cients a;, b, et de leurs dérivées par rapport à x, telle que la même 
fonction composée avec les coefficients «;, 8, et leurs dérivées par 
rapport à £ lui soit toujours égale quelles que soient les fonctions 
u(x), u(æ)et (x). Un tel invariant étant désigné par 


da, db 
ÿ(a Ayy ..., 0 b,, tery 7 Ey +); 


on aura identiquement 


da, db, ) 
(49,44) +0 Dose. Fs Wai ua) 


du d3o 
Sa Nei Bay sees Ge? al 











(1) Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires aux 
formes intégrables, Chap. Hl. 
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si l’on remplace a, &,, ..., Bo, B,, ... par leurs expressions en ay, 
Cite ND ET RD ut) Et (x). 

On appellera invariant relatif ou simplement invariant une fonc- 
tion des coefficients a;, b; et de leurs dérivées par rapport à x, telle que 
la même fonction formée avec les coefficients «;, 84, et leurs dérivées 
par rapport à £, lui soit égale à un facteur près, ce facteur dépendant 
uniquement des fonctions (x), u(x) et (x). Pour un tel invariant 
on aura donc identiquement 


da, db 
Ya as ces Dos bise, Fer Fs +) 


dx 


lay d 
=AY(ao, a, seen Bos Bay es a a +); 


le facteur A dépendant uniquement des fonctions u(x), u(x) et r(x). 

Enfin il existe des fonctions des coefficients a,, b, et de leurs déri- 
vées par rapport à æ qui ne sont pas des invariants, mais qui ne chan- 
gent pas ou se reproduisent multipliées par un facteur tel que A 
lorsqu'on fait seulement un changement de fonction [u(x)= 1], ou 
seulement un changement de variable [u(x)=1,6(x)= o|; nous 
les appellerons, comme le fait Laguerre pour les équations linéaires, 
des semi-incartants pour le changement de variable ou le changement 
de fonction. 

Remarque. — Sile degré n du numérateur surpasse de deux unités 
le degré p du dénominateur 


P es ee 2, 
Véquation différentielle est de la forme 


dY _Mm+uY+ ay +...+a,y" 
dx b+biy+...+0b, sy" 


? 


a, et b,_, étant tous deux différents de zéro. Alors ’équation conserve 
la même forme si l’on prend une nouvelle variable indépendante £ et 
une nouvelle fonction 7 liées à & et y par les relations 


dx ai ) à CS | u(æ)+v(x) 
Za CN Ses serres 
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u(a), u(a), e(xv), w(æ) étant des fonctions arbitraires de +, telles que 
le déterminant w — vw soit différent de zéro. Nous avons donc, pour 
ces équations particulières, des substitutions contenant quatre fonc- 
tions arbitraires u,¢, w, u au lieu de trois et ne changeant pas la 
forme de l'équation : de là résultent, pour ce cas particulier p= nr — 2, 
des circonstances spéciales que nous examinerons dans un autre travail. 


2. Parmi les équations de la forme précédente 


Le dy Atavytay?+...t+a,v" 
(1) es 0 1: 2, 2 (p<n—1), 
/ da bot Oye. SO, y! 








les plus simples sont, pour » = 1l’équation linéaire, pour n = 2 l’équa- 
tion de Riceati, et pour #7 = 3 l'équation 


dy _ Q+t+aytay+a;y* 
LUN bo+ by 





2 


que Pon peut toujours ramener à une autre de même forme ne conte- 
nant pas y au dénominateur; en effet, si b, n’est pas nul, il suffit de 
poser 


b+ by =~ 


ev 


pour que la nouvelle équation en y, prenne la forme 


dy, © = « 
ae Cot SC, Yi + SC Yi + Cs Vi. 

Donc, si on laisse de côté l'équation linéaire et l'équation de Ric- 
cali, l’équation la plus simple de l'espèce considérée peut toujours se 
ramener à la forme 
© AU, NN S550 ORS 

9) Bae Oe py Ite yY tC, 
déjà étudiée par M. Roger Liouville ('). Remarquons que, si l’on fait 





(') Comptes rendus, 6 septembre 1886. 
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le changement particulier de fonction et de variable 
Ay at gs uae ih 
AS: hn, © = he, 
où À est une constante, l’équation deviendra 


dr, 


dé pase To + 3Y: 7 ate One n° —+- Y3 ire 


où 
= 9 = 
~ — Y= ne V2 = À Co, TES °C; 


Yo = Coy 


c’est ce qui nous conduit a attribuer au coefficient c; le poids 7. On a 


de plus 


2 
+2 d Ci 


d+ L 
= ks 
ax? 


24. 
Ene! to.) ET: 
de dx dz? 


==" 








CATs poids (7 +h). 


ce qui conduit à attribuer à la dérivée ==> 
SET 


Le seul changement de variable 


LENS > 
Hi (LS (1 constant) 


transforme l'équation différentielle en une autre dont les coefficients 


sont 
Yo — Co Ma Cis V2 = MC; Non Ca; 
et l’on a 
Dy eee; a COR 3 aaa, 5 
FRE ON EE ONE: Peake 


on est ainsi amené à attribuer le degré 1 aux coefficients c,, c,, C2, €; 
et le degré (1 + À) à leurs dérivées d'ordre #. 


Forme canonique. — Il est possible, par des quadratures, de ra- 
mener l'équation (3) à une forme canonique ne contenant plus qu'un 
invariant absolu. Pour opérer cette réduction, faisons le changement 


de fonction 


Wey U2) + V(x); 


et déterminons les fonctions U et V de façon que la nouvelle équation 
différentielle ne contienne niterme en Y ni terme en Y?. 
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Nous aurons 


2 
Cy lg — tar 
Ca 
2 


2 Ua) = mi 


V(x) Si ae 


et l'équation prendra la forme 


dY 23 Sa 
U + rs 


a Gs 
dx 4 3 


où s, désigne la fonction de degré 3 et de poids 6 


de: dc; 


ef, Seas 2 F 3 
(4) S3— CoC; — SC, CoC, + 26, + C, — — Ca 


Enfin faisons un changement de variable indépendante 
dX 


et déterminons M(x) de façon que le coefficient de Y* devienne Pu- 


» 
Cela — Ci oe 
a. 





nilé; nous aurons 
Ca 
2. 


Mr yo ce J 


et l'équation prendra la forme canonique 








Cay Cyr SA | 
\ ? UN ar] 
oll | 
Li : Le, de; 
CoC} — 3 C1C2Ca + 203 + C3 —— — Ca — ES 
& dx dx —9 SERRE y 
3 — : Ce e Ca 
= +3 
(e 3 





Je 

ci UP 

Les fonctions U et s, sont des invariants relatifs, J et X des inva- 
riants absolus pour toutes les transformations de la forme 


di 
r 
2 


y=n u(x) ste (x), FPE ur). 





On peut, a priori, se rendre compte de ce fait, en remarquant que 
la réduction a la forme canonique n’est possible que d’une manière. 
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Nous allons le vérifier. Pour cela faisons dans l'équation 


dy 


dx 


=€+ Sey + 30ay+oay® 





le changement ci-dessus de fonction et de variable; l'équation prendra 
la forme 








di 
— : 2 Le 
TE = Yo + Syn + 3Yan° + yan’, 
où 
FRE Co + ae, e+ OCs p? + C3 V3 — ru 
AT uu à 
C1 26a? + 6597 Fi 
ae Le 3uu” 
Poe > 
p- 
9 
EVE une 
V3 A 
, RSS yee , du dy 
u’ ete’ désignent les dérivées —, —. 
ax ax 


Si nous appelons (s,),, Us, Jo, X les fonctions composées avec les 
coefficients Y,, V1» Y2) Ya et la variable § comme s,, U, J, X le sont avec 
Coy Cy, Ca, Ca et la variable +, nous aurons 


, f d: dy. 
> —— 2 nA {2 fe 13 
(sae Yo Ve ss DY Yo Ys 4 os = Y3 ae cad Yo PE ; 

» "à 





M Yes? £ 


= e 


U, —— Pape 


J 


. 


hy Ê je ; 
En remplaçant yo, ¥:, Yes Y3 par les valeurs ci-dessus et d£ par 4 dx, 
on vérifie, toutes réductions faites, que l’on a 


(S3 Jo xa ut S35 U,= , U; 


u 


dot 








J (53 )o S3 J 
LI — . F pee . = Q 
2 a 


X,— [ y,U?dé = | ¢,U? do 


48 
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équations qui montrent que J et X sont des invariants absolus : il en 


À LS GA GBA ‘ 
est de même des dérivées We Pr CS Tout autre invariant absolu est 
= * DA ’ dJ aj . 
une fonction de J, X et des dérivées TX? axe? ‘> comme on le voit 


immédiatement en formant l’invariant supposé sur la forme cano- 
nique. 
L'invariant s, a été formé par M. Roger Liouville ("). 


Remarque. — D'après l'expression de U, 
3 genet dx 
C= al ca 


? 


cette fonction n’est déterminée qu’à un facteur constant près; suivant 
le choix de la limite inférieure dans l'intégrale, on aura pour U diffée- 
rentes valeurs, et, si l’on appelle U, une autre valeur de U, on aura 


U 
U= 7 


ne 


i désignant une constante. Appelant J, et X, les valeurs correspon- 
dantes de J et X, on aura 


J=hJ, es X,=7(X+A), 


h désignant une nouvelle constante. La forme canonique correspon- 
dante 
dY, 


ARTE 

se ramènera à la forme 
dY 
ee ee | 
dX ca 


par la substitution 


VINS (XD. 











(‘) Comptes rendus, séances du 6 septembre 1886 et du 12 septembre 1887. 
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NVARIANTS DE QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 
LD’ apres cette CRAQUE nous ne considérerons pas comme distinctes 


deux formes canoniques qui se déduisent l’une de l’autre par le change- 


ment de J en A? J et de X en i (X +h). 


ad BJ | à P vy 
. Les fonctions — TX? xe ‘Sont des invariants absolus qui se cal- 


culent facilement, par voie récurrente, en fonction des coefficients ¢ 
Cis Cy, Cs. En effet, partons des formules précédentes 


7 C4 C3 — C3 
s dX | 3 [ARS ae 
: a oss cell, U=e “3 





et posons, avec M. Roger Liouville (‘), 


ASan=+ — (27 —1) Suns Ee + 3(¢,¢;— ci ib 


Son+1 — Ca Ge 





nous trouverons 











dJ 
GA Vila | eae ROSE dj et Sere 
aXiar.dX CEE TXT GTUT” EN Xe TT cinta (janes 
dx 


Onen conclut, par exemple, que la condition $,,,,=— 0 exprime que, 


dans la forme canonique 


dY 
NET, 


J est un polynôme de degré (n — 1) en X. 
Dans ce qui suit nous désignerons par J’, J’, 


ad tia? J 
absolus —— FX? Je? : 


Les invariants absolus J, J’ et X sont des fonctions de « que nous 
avons calculées : l’élimination de x fournira entre J et X ou entre J 


et J’ une relation caractéristique de l’équation différentielle considérée 


les invariants 








(1) Comptes rendus, séance du 12 septembre 1887. 


D | 
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Inversement, étant donnée une relation entre J et X, ou mieux une re- 

. dJ . TR: 
lation entre J et J' — qx? que l'on peut toujours déduire par différen- 
tiation d’une relation entre J et X, on aura, comme il suit, la relation 
correspondante entre les coefficients cy, c,, C2, €, et leurs dérivées par 
rapport à æ. Soit ; 


(x) Flas — 0 
l'équation donnée : on aura, en différentiant, 


Dre 
sr) = 10. 





Da Of / 
(B) SI) Fra 


D'autre part, les expressions précédentes de J, J’, J’ donnent 








(y JPG J'J"  sss, 

Y) i ee sé” Hees > 5 
L’élimination de J, J’, J’ entre ces quatre équations (x), (8), (y) 

fournira la condition cherchée sous forme d’une relation entre les deux 


Ss Sz À 
4 


: : se 
invariants absolus =f, Sly as 
“3. 3 


\ 


: Se 
) Hi (Ge 0: 
PES 


Cette condition (3) est donc nécessaire pour que J et J’ soient liés 
par la relation (x); elle est suffisante. Pour le démontrer, nous 
pouvons toujours supposer la relation (x) entre J et J’ mise sous la 


ae 
=4(y) 
d'où, en prenant les dérivées logarithmiques des deux membres par 
rapport a X, 


PEN 
O2 


forme 





(a’) J 








J'3 F 
ot : 
jen Sp 3J2J"  5J1 
AE rae o(h) i a je p 
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! 


M J . 1 : J 
en divisant par > nous aurons la relation cherchée entre les invariants 





CHATS 
=> — sous la forme 
“3 oe 





Le} 


(5') lt 
>| — 
(3) 


qui remplace la condition (¢). Supposons maintenant que, pour une 
certaine équation différentielle, les coefficients c,, €,, €, €, vérifient 
cette condition (3) : appelons J, l'invariant absolu de cette équation 
différentielle, X, la variable canonique et J', J, les dérivées de J, par 
rapport à X,. On aura 











Se dy ER 
LE D = 9 i <== 1 
“ J: 5 Ji 


et la condition (é’) pourra s’écrire, après qu’on en aura multiplié les 


J 
deux membres par ++; 


J, 

ae, 

2) HARARE Sa 

TER LE Tea) 
(i) 


d’où, en intégrant et désignant par 4° une constante arbitraire, 


J 
J; 


On pourra toujours amener cette constante ka être Punité, de façon 
à amener cette dernière relation à prendre la forme (4). En effet, en 
faisant dans la dernière relation 





oe 
| 

=~ 

oo 
=<) 


=kJ, X,= a(x aby inp 


on aura 


— lie ga) 


LEE DS sede N BE ESA" 
dX, dX Key, 





— 
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L 


et cette relation se réduira à la relation («’) donnée, 


Or, nous avons vu précédemment (page 370) que l’on ne doit pas con- 
sidérer comme distinctes deux formes canoniques déduites l’une de 
l’autre par la substitution 


J, =k J, X, = (X +4) 


La condition formée (à) ou (2’) est donc nécessaire et suffisante pour 
que J et J’ soient liés par la relation donnée (x) ou (x). 

On peut remarquer que si, sans employer l’artifice précédent, on 
voulait trouver la forme canonique correspondant à une relation 


donnée 
Seen ses 
FREE?) 0 
Ss $3 


5 S357 


: ; sort 
entre les deux invariants absolus 3 et 





> on aurait à intégrer l’équa- 


3 3 


13 Ar 
De. 


Si, dans cette équation, on remplace J” par sa valeur 


, 


lion 


pee a 
at 


et si l’on y fait J? =z, J’ — 4, elle se transforme en une équation 
homogène 
MEN de 
Pies = —- PEL 
tia. He 2 
intégrable par les méthodes élémentaires. 


Exemple. — Cherchons la relation nécessaire et suffisante pour 
qu'une équation de l'espèce considérée 


a 


© 


dy ; . | 
ae = Co == ree 2 — 3 CoV" abs y" 
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Na 
SI 
ex. 


puisse être ramenée à la forme canonique 


dY 


aon PE 3 2 
K=Y + X2. 


On devra avoir J = X?, d’où J’= 2X et 
KA CES 
une nouvelle différentiation donne J’ = 2. Alors les équations 


3 13 i 
Ss 1 Sas dad 
DISCUTE Rae ry 
oH J $3 J 


donnent, en remplaçant J et J” par leurs valeurs s ali De 
4 


a2 $5 Sq F4 
; = 


= WH Se ad 
yi sey tae 


BY 
5 
S3 


d’où enfin, en éliminant J’, la condition cherchée 


US; — 0, 


2 
5; 


nécessaire et suffisante. Comme on a 


aj Sa 


pe SSS "See 
axis ee UP 


la condition sy = 0 avec s,Z0 est aussi une condition nécessaire pour 
que Msdnauon puisse être réduite à la forme considérée. Mais cette 
condition n’est pas suffisante; car, si elle est srnpiié l'équation pourra 
se ramener seulement à la Rte 


dY 


et rave G2 à 
ay = YP +X +0, 


C désigriant une constante pouvant être différente de o. 
in général, la condition pour que J soit de la forme AX” est 


(n — 1)8;— Ns,S, = 0. 
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Cet exemple montre bien la nécessité qu'il y a d'exprimer par une 
relation entre les deux invariants absolus 





la condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation de lespéce 
étudiée puisse être ramenée à une forme canonique donnée. En intro- 
duisant d’autres invariants 5,,$,,,..., on obtiendrait des conditions 
nécessaires, mais non suffisantes. 


4. Cas d'intégrabilité. — 1° Le cas d'intégrabilité le plus simple 
de l'équation considérée 


, dy 9 
(3) ie = CH 3CY + ic y + CV? 


est le cas où les coefficients €,, €,, €, €, sont constants (indépendants 
de x) ou peuvent être rendus constants par un changement convenable 
de fonction et de variable indépendante. Si les coefficients sont con- 
stants et si (c,c; — c;) est différent de zéro, l’invariant absolu J est de 
la forme 


—9 522 
J —— C CG + 5 
C désignant une constante, et la variable canonique X est donnée par 


4 3 

Z C1C3— Ce Cila— Ci 
dX are ee RE “UT 
TE : X = Ge . 








dx 


G désignant aussi une constante. On a donc 


[MES 


(Æ constant). 


Jae x 


Si, au contraire, la quantité c,c, — c; est nulle, linvariant absolu J 
est constant. Ainsi, lorsque l'équation est à coefficients constants, l’in- 


/ 


variant absolu J est ou bien constant ou bien de la forme kX 7. Réci- 
proquement, si J est constant, la forme canonique est a coefficients 
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constants, et si J est de la forme kX *, la forme canonique 


dY 


3 
Soa 1 V9 AVES 
x= Y'+ kX 


se transforme par la substitution 


it 
3 


DEV = lop XN 
en l’équation 
dY 
Dan dura tit ky 


dont les coefficients sont constants. 

Ce cas d’intégrabilité est.identique à celui que M. Roger Liouville a 

indiqué sous une autre forme dans sa Note du 6 septembre 1886. C’est 

ainsi que l'équation 
dy 


wi reas ny*pu+6ny* pu +(2n+1)y 


" 
P 


aE +2(n+1)=0, 


que M. Roger Liouville choisit comme exemple, se ramène à la forme 





dY - 
aX, = AY) — 82Y1— 8s: 
si l’on y fait 
; d 
2putypu=2yY,, na =—P u. 


2° Nous obtiendrons d’autres cas d’intégrabilité à l’aide de la trans- 
formation suivante. Considérons l'équation différentielle 


(6) Æ=A+BEe, 


où À et B sont des fonctions de x, et remplacons la variable ¢ par 
une variable y liée à 4 par la relation 


LES RES 
af 
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HET Nee 


qui donne 


in| désignant la dérivée de À Jar rapport à x 
B es Su € e B pe apy c . 


L’équation (6) prendra la forme 


(7) aes 1 ESP 


équation de la forme qui nous occupe 


AE” + 3c,y+3ce.y?+¢,y’ 
dx 0 WA ay A Sy eae 
où 
1 POAOU 1 
Cy = Ci = 0, cc ey B ; Cs. PA 


Si l'équation (6) est intégrable, Péquation (7) l’est aussi et récipro- 
quement. 

Par exemple, l'équation (6) est réductible aux quadratures si A et B 
sont des fonctions linéaires de x 


A = 0a +8; B = ax +6, 


car Péquation (6) est alors linéaire. On pourra donc intégrer dans 
la même hypothèse l’équation (7), qui devient 


dy _ oe 3k 
ae dE) Ga D 


3k désignant la constante (a8 — ba). Pour simplifier, faisons le chan- 
gement 


an+ — wee y = Van, 
x 


nous aurons l'équation 





ti € ‘ t 
(9) di + 3er. 
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On pourra donc ramener aux quadratures l’intégration de toute équa- 
tion de l'espèce considérée 


l ‘ 2 
(9) Le = CHIC Y +3 y + oy’, 


réductible à la forme (9). Pour trouver la condition qui doit lier les 
coefficients cy, C,, C2, €, de l'équation (3) pour qu'elle soit réductible 
à la forme (9), calculons les invariants absolus 


Si 
sur l’équation réduite (9). Nous aurons 


83 = 26% + &, $;— 186 + re" ter, 
7 = 270e%+ 3150e% + 6oe*% + cf; 
d’où 
5 (18e* + 156% + 1)3 
aa e?5 (26% + 1)5 





S58 (18 et + 15e + 1) (270e% + 315 e% + 60e% + 1) 
3.) e2§(2e%+ 1)! 





L'élimination de e* entre ces deux relations fournira la condition 





' . . $2) S584 . 11: 
cherchée entre les deux invariants absolus 3, ==; en faisant cette éli- 


3 83 
mination, on trouvera en outre l'expression de e* en fonction des deux 
invariants. 


L’équation (6) est encore réductible à des quadratures si elle est ho- 


! Re 4 j cet 
mogene, c'est-à-dire si A est constant et B proportionnel à —, 


L’équation (7) prend alors la forme 


dy _ 
dé 


x 3 
a 
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mais on n'obtient pas ainsi un nouveau cas d’intégrabilité, car la sub- 
stitution 


Sls 


ramène la dernière équation à avoir ses coefficients constants. 
3° Si l’on suppose que A et B sont des polynômes du second degré 
en x, ) 
A=ax?+bx+ce, B—ax?+ 6x +7, 
l'équation (6) 
dx 
6 —=A-+ Bi 
( ) dt js 


est une équation de Riccati; l'équation (7) 


dy I LIT COR 
Ga) Dry (5) 
prend alors la forme 


dy ys (St pat). 2 


7G TT es tee 
fie) dx GT LP AE ax?+ Br +7y 


On a donc un type d'équations de l'espèce considérée 


l ‘ 2 
“a = C3Y° + 3e,y7 + 30 Y + Co 


réductibles à une équation de Riccati. On pourra calculer les inva- 


5 SES ; am < 

riants absolus FL =e de la forme (10) en fonction de x, et, en élimi- 
3 3 

nant æ, on aura la condition qui doit lier ces deux invariants pour 

qu'une équation soit réductible à cette forme (10). Un cas particulier 

A : 3 

intéressant est celui qu'on obtient en faisant A = Ska, B=1; on 


voit alors que l’équation 





/ ly See hes ÿ 
(11) Te =— y*®— 3kay’ 
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est réductible a l'équation de Riccati 


dx HT 
pi = ska ats U 


par le changement de fonction y = - Ce dernier cas a été 


1 
traité par M. Roger Liouville (Comptes rendus des séances de l’ Aca- 
démie des Sciences, 12 septembre 1887). Il est bon de remarquer 
qu'on peut toujours ramener À à être égal a 1, en faisant dans l’équa- 
tion (11) la substitution 


wie 


SVN 


4° L’équation (6) 


dans laquelle on fait 
A=— x", B =— 3kx?, 


prend précisément la forme (11) 


que nous avons considérée en dernier lieu, et qui a été intégrée par 
M. Roger Liouville. On saura donc également intégrer l’équation (7 ) 


dy _ GA A\" 2 
eo BoB) 2 


c’est-à-dire 


devient 
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= ° ° Sa S357 4 2 
En calculant les invariants absolus = sur cette forme réduite, 





3 3 
on obtiendra, par l'élimination de £, la relation entre ces invariants 
caractérisant les équations réductibles à cette forme. 
Parmi les cas d’intégrabilité précédents, les plus simples peuvent se 
résumer comme il suit : l’équation 


d < F 
= y+ 3y? 9(2) 


est intégrable si o(x) a l’une des quatre formes 
o(e)=4, g(a)=ke, g(x) ake, (a) =. 


5. Prenons maintenant une équation différentielle de la forme gé- 
neéerale 
dy A+ MY + GP +... + any” A(y) 


A dx — Oy Oye Potent Oy YP dé: B(y) 








où, comme nous l'avons vu, on peut toujours supposer 


9d (mt 


Les coefficients a, et b, sont essentiellement différents de zéro; le nu- 
mérateur A(y) et le dénominateur B(y) sont supposés n’avoir pas de 
diviseur commun. 

Nous nous proposons de ramener cette équation à une forme cano- 
nique analogue à celle que nous avons trouvée pour l'équation 


d à 
J = Co + 30 Y + Ca Y* + CV. 


dx 





Pour cela, faisons d’abord le changement de fonction 
Y=2+ V(x), 


: . dz. 
et détermimons V de telle façon que, dans l'expression de +, il ne 


Co 


or 
© 0 
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figure plus au numérateur de terme en s”~'; nous trouverons 


WC yi Det, 


na 


et l'équation prendra la forme 


LRO Nee Cao). Cn ss +c, 3" 
aL Lo + 215 +... + Bp? 





, 
où 


A CV) SN MC 2 Vice 


SAONE) Re VER. in Ca 





119 


> /N] 1 2 A 
= B(V), g=B(V) ga=!B(V) ny &p= Dp 
Un certain nombre de coefficients go, g,, 82, ... peuvent être nuls, 


mais g,= b, est certainement différent de zéro. 
Supposons d’abord p< n — 2; nous ferons alors un nouveau chan- 


sement de fonction 


| | s=YU(z), 


ay 


dx 





2 


et nous déterminerons U(x) de façon que, dans l'expression de 


ilne figure pas au numérateur de terme en Y?*'. 
Nous aurons ainsi 


Cp+1 


seb cry U(x), U=e) Ep 


dx 
et l'équation deviendra 
Cot (es U — goU')Y +...+ U?-t(c,U — g,_; U')Y?) 


dY ru | + Cp+e UPFYP#I +. = PCy 5 UY Rs a. cy U yr | 
dx im SoU + g UVY+...+¢,UP'Ye 





Enfin un changement de variable indépendante 


dx 
dg = M(x) 
permettra de rendre égaux les coefficients des termes en Y” et Y? des 


degrés les plus élevés au numérateur et au dénominateur : pour cela, 
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il est nécessaire et suffisant de prendre 
M(z)= Ur 
Sp : 
ou bien, comme ¢,— Up e, ton 
an 7 An H—p—1 À 
Mi) Ur TPS ree TG Pe 
bp ? by 


En divisant le numérateur et le dénominateur par la valeur commune 
des coefficients de Y” et Y?, on aura la forme canonique 








(12) AY JT PT NP Pk St Jy, V+... +5 gl eee 
2G pe CT LY Sey? a2, EI 2, Yaeteeeye 


le signe #% marquant les places des deux termes qui manquent au nu- 
mérateur. Les (n + p — 2) coefficients restants 


Jos J,, PR | Js ARR 23 ‘ene lis 119% ae 12 


et la variable canonique X sont des invariants absolus pour les chan- 
gements de fonction et de variable de la forme 


dE 


(2) p=nu(r)+o(x) =p(a), 


_— 
to 


u(x), e(æ) et (x) étant des fonctions arbitraires de æ. Cette pro- 
priété résulte de ce que la réduction à la forme canonique n’est pos- 
sible que d’une seule manière : on peut aussi la vérifier comme nous 
l'avons fait précédemment (page 369) pour le cas simple de n = 3, 
P = 0. 

Les dérivées des invariants J; et I, par rapport à la variable cano- 
nique X sont aussi des invariants absolus. Réciproquement, tout inva- 
riant absolu de l'équation différentielle (1) est une fonction des inva- 
riants absolus J; et 1; et de leurs dérivées par rapport à X : c’est ce 
qu'on voit immédiatement en formant, avec l'équation canonique, l’in- 
variant considéré. 

Un cas particulier remarquable auquel s'applique la réduction que 
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nous venons d'indiquer est le cas où p = 0, c’est-à-dire le cas d’une 
équation de la forme 

dy are #23 A 

le CRE MY + dy + a; +...+ An) 5 
que nous avons traité dans une Note présentée a l’Académie des 
Sciences dans la séance du 4 juillet 1887. 

Application. — Cherchons, par exemple, les conditions nécessaires 

et suffisantes pour qu'une équation de la forme 





1) dy DR nt 2 tr Ji 4 PS A6 | AC) 
( dx byt bhyt+...t+bpy?  B(y) 


(p< n—2) 


soit, par la substitution (2), réductible à une équation analogue à 
coefficients constants. 

D'abord sr temewericients a), @/, ..\.; @,, 0,,/04,...., b, sont con- 
stants, on voit, en suivant les transformations effectuées pour arriver a 
la forme canonique, que les coefficients appelés 


o o 
Coy C4, ss Cr) 50% 61) ss Sp 


sont aussi constants. Si c,,, est nul, U(x) est une constante, X est 
proportionnel à x, et les invariants J; et I, 


Ue Oi, 2) oi epee Tr 23 | Mae Oy pacer oT 


sont constants. Si c,., est différent de zéro, on a 


Cp+1 


U=esr”, U= %U, 


œ 
8 P 


X= i Ute da = 5e ——_ #2 __ Ur, 
P 


bp (A= p —1) pai 
D'ailleurs les invariants J; et I, sont, en désignant par C; et E, des 
constantes, de la forme 
J, Ge RS OR, oy Pt 2k i ), 
k- : 
FRERE 18 ED IT). 


Journ. de Math. (4° série), tome V. — Fasc. IV, 1880. 20 
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Comme U est égal à une constante multipliée par X"7?~' 
done, en calculant les invariants en fonction de X, 


, on aura 


i—n k—p 


( 13) Jr Ki Xo D — ee ates 


les lettres K,; et L, désignant de nouvelles constantes. En résumé, si 
l'équation différentielle a ses coefficients constants, ou bien les inva- 
riants J; et I, sont constants, ou bien ils sont de la forme (13). 
Réciproquement, si les invariants J, et I, d’une équation donnée sont- 
tous constants, la forme canonique est a coefficients constants; si ces 
invariants sont de la forme (13), on transformera |’équation canonique 


AY CAMERA + J,» Y"-* + % + Y” 
FO I+1,Y¥+...4+1,-,Y?-'+ YP 








en une équation à coefficients constants par la substitution 


1 


Ye VAR [6% XF 
6. Dans les calculs précédents, nous avons supposé 


Poin. 
Le cas 
pH=n—2 


mérite une attention spéciale pour deux raisons : 
1° La réduction a la forme canonique précédente n’est plus possible, 


car on a actuellement 
pP+iI=n—1, 


et les termes du numérateur de degrés (p + 1) et (n — 1) que nous 
avons fait disparaître successivement, pour arriver à la forme cano- 
nique, ne sont plus distincts. 

2° Comme nous l’avons déjà remarqué, l’équation différentielle 


ay ART ad Fe, +a, y” 
Gee b+ by +...+06,7P 





(p=n—2) 
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conserve la même forme si l’on fait le changement de fonction et de 
variable 
nu(æ)+Ho(x di 
dE LAS = = u(x), 
nw(T) +i dx : 


u,v, w et désignant des fonctions indéterminées de x. 

En laissant de côté pour le moment ces changements de fonction avec 
trois fonctions arbitraires wu, ©, «, nous nous bornerons a réduire 
l'équation différentielle dans le cas p =n — 2 à une forme canonique 
qui conviendrait aussi aux autres cas, p<( 7 — 2, et dont les coefti- 
cients seront des invariants absolus pour les substitutions 


de 


dp = YC). 


y = qu(x) +e(x), 
Pour arriver à cette forme canonique, nous ferons 


y=YU(e)+ V(x), À =M(x), 





et nous déterminerons U, V et M de façon que, dans l'expression de 


dY 


aK le coefficient de Y?-' an dénominateur et celui de Y?*! au numé- 


rateur soient nuls, et que le coefficient de Y? au dénominateur soit égal 
à celui de Y” au numérateur. 
L’équation prendra alors la forme canonique 


NY — Po+P,Y+...4+P,Y?+%44+ Pp. YPP+...+Y" 





axa Ogee OY 42 4. Opn VP? it + YP) j 
CORP Lt ee nds Oy. @,, ..., OG, sont.des mva- 


riants absolus. 

I] serait aisé de voir, comme nous l’avons fait pour la forme cano- 
nique précédemment indiquée, quelles doivent être les expressions de 
ces invariants en fonction de X pour que l’équation soit réductible a 
une équation a coefficients constants, par une substitution telle que 


d? 
y =nu(x)+e(x), Fe = U(x). 
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Il. — Sur LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES ET HOMOGENES 
PAR RAPPORT A LA FONCTION INCONNUE ET A SES DERIVEES. 


7. Les équations différentielles, qui sont algébriques et homogènes 
4 5 5 
par rapport à une fonction y de la variable x et à ses dérivées y’, 
y”, .., y®, partagent, avec les équations différentielles linéaires et. 
homogènes, importante propriété de conserver la même forme quand 
5 ) I 
on prend une nouvelle variable indépendante £ et une nouvelle fonc- - 
tion n liées à x et y par les relations 


dt 
dp = H&), y= u(x), 





Lt 2) ev u(x) étant des fonctions indéterminées de x. On pourra done 
étendre a ces équations la théorie des invariants des équations diffé 
rentielles linéaires. 

Il est utile de remarquer qu'une équation différentielle algébrique, 
mais non homogène par rapport à une fonction z de x et à ses dérivées 
dz d?z 
— 3 ——,) 
AL an 


ordre supérieur d’une unité : il suffit, pour cela, de poser 


-., peut être transformée en une équation homogène d’un 


- étant une nouvelle fonction, ou, plus généralement 
1 9 o 9 


SUH et dy 
fo sai 


Ÿ étant une fonction rationnelle. On peut encore poser 3 = Ay, A dé- 
signant une constante arbitraire, puis éliminer À entre l’équation ob- 





tenue et sa dérivée. 
infin une équation différentielle algébrique et homogène entre y, 
y y”, ..., 7" se transforme en une autre équation homogène du même 
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ordre, mais d’un autre degré en général, si l’on fait 


y = u?, 


p désignant une constante quelconque. . 
Si l’on a une équation algébrique et homogène 


De pe T0, 


de degré m par rapport à la fonction y de x et a ses dérivées, il est 
évident que tous les invariants de la forme algébrique ®,, sont des 
invariants de l'équation différentielle; car effectuer un changement de 
fonction et de variable par les formules 


di 
de =b(x),  y=nu(x), 


c'est faire une certaine substitution linéaire sur les quantités y, y’, 
/ ( 
nag Mine 
Pour.simplifier, nous aborderons d’abord l'étude des équations ho- 
mogènes du second ordre et du second degré. : 


8. L’équation générale homogène et du second degré en y, y’, y” 


/ 
est 


(14) ay? +a,y?+a,y?+ 2b,y’y' + abyy’+ 2b,y'y= 0, 


les coefficients ay, &,, @,, b,, bz, b, étant des fonctions de la variable 
indépendante x. Ces coefficients doivent être envisagés comme étant 
d’un poids marqué par leurs indices; car, si l’on fait la substitution 
-y = ln, © = 2 (À constant) en appelant y’, n” les dérivées de n par 
rapport à £, l'équation prend la forme 


gH? + Oy? + Oy? + 28, y"7' + 26:97 + 287 n — 0, 


> 
to 


Ea Yer. 
Ay =a; Fais y Ope ray, 


tgs 
Sheer wi We 8, KDE RE vote 


Pz 2 


J 


| 
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De plus, les dérivées, telles que Spd eee seront de poids (4 + #). On 
a, en effet, 
da; = dx; — }i+1 da; d'a; = Werk d'a; 
PA ln SRE Sena 


Ces mêmes coefficients doivent être regardés comme étant tous du 
degré 1, car le changement de fonction 
re nv, 


k désignant une constante, transforme l’équation en une autre dont les 
coefficients sont 


kay, ka» ka,, kb,, kb, kb,. 


Tout invariant de l'équation devra être homogène, quant aux poids et 
aux degrés de ses différents termes. Par exemple, le discriminant de la 
forme quadratique 


CDN D, 
LE b, Qs b, 
(ramet; 


est un invariant de poids 6 et de degré 3. Nous supposons ce discrimi- 

nant différent de zéro; car, s’il était nul, l'équation considérée se dé- 

composerait en deux équations linéaires homogènes. Nous désignerons 

par Ay, As, A,, B,, B,, B, les mineurs de D relatifs aux éléments ay, 

dz, a,, b,, b,, b,, c’est-à-dire les coefficients de la forme adjointe. 
Dans l’équation 


Wy? + ay? +ay+a2aby’y' + 2byy’ + 2bsy'y =0, 


faisons le changement de fonction et de variable 


14 


dé : 
y=nu(x), 7 mx), 


u(æ) et u(x) étant des fonctions indéterminées de «, dont les dérivées 
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par rapport à x seront désignées par wu’, wu”, u', u”. Convenons d’ap- 
peler 1’ et n” les dérivées de y par rapport à £ : nous aurons les for- 
mules 











, dy == dn / dy ES ln dn , 3 7 
y= nu, Tce Ur) Teta PC OU Me a EU 
et 
dr dn dr 9 d°n ,d. 








dx FE dm —™ ae 


d'où les formules de transformation 


y =nu, 
(19) ber a 
YH Wea (wu + 2p’) + nu’. 


En substituant ces valeurs dans l’équation et ordonnant, ou aura une 
équation 


(6) M4"? + HN + ON? + 2699 + 28297" + 2857/9 = 0, 
ou 


Ao 


Ayu", 
a = A (wuU+ 2nU')?+ au?u? + 2buu(uu + 2nU’), 
cat tenet ap 2 bj uliul + 2bsu! w+ 2b; uu’, 
GNOME a, btu + uv) +B, vu, 
B = (au + bu + b,u)p?u, 
6, (au +biu + bu)(u'u +2uu) 
+ (b,u"+ au + b,u)uu. 
Si l’on appelle D, le nouveau discriminant de la forme quadra- 


tique (16), on aura 


D, = u.u° D. 


D'après les propriétés élémentaires des formes quadratiques, on aper- 
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coit immédiatement un second invariant de l'équation différentielle 
dans le discriminant des termes du second degré en y’ et y” 


ANT T 0... 


En effet, en appelant (A,), la fonction analogue formée avec les nou- 
veaux coefficients 
2 
CAG) AT OT lou oe 
ona 


(Ag peau HA 


Les équations différentielles de la forme (14) homogènes et du se- 
cond degré en y, y’, y” se divisent en trois classes suivant la façon 
dont la dérivée y” figure dans l'équation. Dans la première classe se 
trouvent les équations pour lesquelles les coefficients a, et b, sont 
nuls ; dans la seconde, celles pour lesquelles a, est nul, b, étant dif- 
ferent de zéro ; dans la troisième se trouvent les équations dans les- 
quelles a, est différent de zéro. Cette classification se trouve justifiée 
par ce fait que le changement de fonction et de variable que nous 
venons d'effectuer transforme une équation d’une classe en une autre 
de la même classe. 

Par exemple, si l’on a 

do — 0; b, = 0, 
on aura aussi 


LD: Bho: 


9. Prenons d’abord la classe la plus simple, celle que l’on obtient 
en supposant a, et b, nuls. Le coefficient b, est nécessairement diffée- 
rent de zéro, car, autrement, l'équation ne serait plus du second ordre 
et se décomposerait en facteurs linéaires. On a alors une équation de 
la forme 


(18) aay”? + ay’? + 2b, yy’ + 2b, yy’ =0, 
pour laquelle le discriminant D se réduit a 


D=— Gb 
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Si l’on fait le changement 


di 


y =nu(x), a = (x), 





l'équation se transforme en une autre de même forme 


sat D 4239] Que Ur ANNE eis 
a? + an + 2620 + 28, qn’ = 0 


avec 
ores 
Cis — eut. 


4, = ŒU?+ au? + 2b,uu + 2b,uu, 
9 
BS = ieee 
6, = a, uuu’ + bu(u'u+ouu) + b,uu?. 


On en conclut que 
i Oa D 
bose, UE 


est un invariant absolu de l’équation différentielle. 
Si Von fait la substitution 


AA ES zdx 
da cal 


l'équation différentielle se réduit à l'équation de Riccati 


; dz 
(19) 2b, + (a,+ 2b,)3?+2b,3 + a,=0. 
te AE waa: F a; : : 
Si (a, + 20,) = 0, c'est-à-dire si l’invariant absolu - est égal à — 2, 
2 


cette dernière équation est linéaire du premier ordre. Si (a; + 2b,) 
n’est pas nul, on peut, comme il est bien connu, ramener l'intégration 
de Péquation de Riccati (19) à celle d’une équation linéaire du second 
ordre, par la substitution 


ob, CL 
+203 t dx’ 





i 
FG ee 


{ étant la nouvelle fonction inconnue. En particulier, si linvariant 


ie 
Journ. de Math. (4° série), tome V. — Fasc. IV, 1889. oI 


La 
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A, pps . 
absolu 7 a une valeur constante k différente de — 2, on voit que la 
2 


substitution 
3 


PTE fo fr ae Fis 
ye eat 


transforme l’équation proposée (18) en une équation linéaire homo- 
gène du second ordre : cette remarque permettra de trouver sous une 
forme simple l'intégrale générale de équation (18) dans le cas où les 
coefficients sont constants. 

En résumé, les équations de la première classe (18) se ramènent 
toujours à des équations linéaires du premier ou du second ordre. Il 
est donc inutile d'insister davantage sur ces équations. 


10. Prenons maintenant les équations de la seconde classe, pour 
lesquelles a, est nul, D, étant différent de zéro. Ces équations sont de 
la forme 


/ 


(20) ay? +a,y?+ 2b,y’y +ab,yy +2b;yy=0o (b,zo: 


Si nous faisons le changement de fonction et de variable 





y=quUr), 7 = v2), 


l'équation devient 
Eine 2 yy + 2621 + 2650 
où, d’après les formules (17 ), 


a = au u+2buu(wu +ouu), 
| au, = a,u?+ au? + 20b,u"u + 2b,uu" + 2b,u'u, 
(21) ETES 
| Ba == (0/0) Te 


By =(b,u'+ bu)(pu+papw) + (bu + an +bu)uu. 
Le discriminant est actuellement 


D = 2b,b,b, — a,b? — a, b* 


1? 
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et le discriminant des termes du second degré en y’ et y” 


Ab 


On obtiendra une forme canonique de l'équation en donnant aux fonc- 
tions & et wu des déterminations particulières U(a) et M(x) annulant 
les coefficients B, et a. On aura ainsi 


vbs 





U! b, = | ax 
PEN sf) , J =P bi 
U b, U=e , 
puis 
M' ANR de M j TA ay 
MEET 2b,’ at Au} LR 


si l’on divise ensuite tous les termes pour la valeur du coefficient B,, 
l'équation prendra la forme canonique 


(22) 2Y'Y/+ HY?+ 2LYY’=o, 
où Y désigne la nouvelle fonction inconnue liée à y par la relation 


et où Y’ et Y” sont les dérivées de Y par rapport à la variable cano- 
nique X liée à & par la relation 


= M(æ), X= fM(x)dr. 


dx 


Les coefficients H et L ont pour valeurs 


… agU? + a, U? + 2(b, Ul + b,U)U" +28, UU' 


ws 6, M3 U? 
p, GiU'+ b,U)(M'U + 9 MU’) + (0, U" + aU! + DU) MU 
ee b, M? U? ‘ 

Li 1 à 5 
ou, enremplacant les rapports y et ay par leurs valeurs calculées ci- 
dessus, 

E, 
fi. SONORE 


M: b5” ME 6?” 
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D étant le discriminant de la forme et E, invariant relatit 
E, = 65+ 6,0, — b,b, + 6,b, — a,b, 


de degré 2 et de poids 4. 

Comme la réduction à la forme canonique (22) n’est possible que 
d’une manière, les coefficients H, L et la variable canonique X sont 
des invariants absolus de l’équation proposée : c’est ce qu'il est aisé de 
vérifier directement. à 

Pour qu’une expression soit un invariant absolu de l'équation, il 
faut et il suffit qu’elle soit fonction de H, L et de leurs dérivées par 
rapport à X. On aura, par exemple, 


d'L ntfs Fons, 
aX? Maer pest” 





EK, ., étant un invariant relatif de poids (27 + 4) qu’on calculera par 
2n+4 | P 
la formule récurrente | 

= dl db hLb, — a, 
Eos = 0, — 3 = +I) Eanes ( LUS ne 


ax dx 2 





Cherchons, par exemple, la condition nécessaire et suffisante pour 
que l’équation proposée 


PP VY) = BYE GET VE 2 0, yy + oD, Vy 


admette un facteur intégrant, c’est-à-dire pour qu'il existe un facteur 
À tel que l’expression 


MON") 


soit la dérivée d’une fonction de y, y’, x, qui sera évidemment de la 
forme 
2 rf ! 2 
ÉÉDIE CPO RES AR 


On:aura alors identiquement 


! Wa d 12 / 
MOV Vs Y= ae Bay + 283) + 847); 
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faisons le changement de fonction et de variable 


PCM 


ae. 


a= yt), 
qui transforme © en la forme canonique; l'identité prendra la forme 


| i 7 = d + Wo . Wy Y 470: 
v(2 NV" 4 HY?—+ oLY Y dy ay (Gat? + CE SA 4ù 4 + Gr Y¥?); 


d’où, en identifiant, 





G, — O, 


Cr, est donc constant ainsi que v, puis on a 


dG, 


vH = yee 





v LG 
On obtient enfin, par l'élimination de G,, la condition cherchée 
(ua) H — — =o. 


Cette condition nécessaire est évidemment suffisante ; car, si elle est 
remplie, la forme canonique devient 


2¥'¥"+ Ye + aLYY’ =o, 


équation dont le premier membre est la dérivée de 


ye ease Bae 


‘ eee | dL oe 
D'après les valeurs indiquées plus haut pour H, L, ae? la condition 
(23) s'écrit 

D + E, = O, 


relation dont le premier membre est un invariant relatif de poids 6. 
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4 
On pourrait de même chercher les conditions pour que l'équation 
considérée 


( 20) BV tes a, y” + 2b, VVe pie 2 b, yy + 20, YY' — Q 
puisse être ramenée à une équation de même forme à coefficients 
constants par les substitutions 
| dé ; 
Y=nu(z), 7 =u(x) 


mais nous laisserons cette recherche de côté, en nous bornant à remar- 
quer que l’on peut toujours ramener l'équation différentielle au type 


= dy x . 
(3) ip = Cot Sy + SCY? + Osy? 
étudié dans la première Partie. Il suffit, pour cela, de faire, dans la 


forme canonique 


2Y'Y’+ HY?+ 2LYY’=o, 


le changement de fonction 


ce qui donne 


dZ_ Ha, Fela) 
K= yA an BY 4 ea le 


équation du type (3) rappelé à l'instant où 
HL ul SH 
Co =I, Cc, — 0, PES? Coral 
On peut donc réduire l'équation (20) à la forme 


dy, 
—-=Y'+J 
dX, ee 
ne contenant qu'un invariant absolu, fonction de fH et L. 

Chaque cas d’intégrabilité de Péquation (3) en donnera un pour 
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l'équation homogène du second ordre et du second degré (20) et réci- 
proquement. 

11. Un cas particulièrement simple, où Péquation 
(20) da Y?+ay F20,YY + 20, y'y +2b;yy =o 
est intégrable par les méthodes élémentaires, est le cas où les coef- 
ficients sont constants ; car, en remplaçant y” par l'expression équiva- 
FLI 
lente vy, on a, entre y’ et y une équation homogène. Dans ce cas 
dy ’ O 5 Æ*ŸT 


l'équation admet des solutions de la forme 
: sis Pt tl $7 
Des 


i désignant une constante arbitraire et rune racine de Péquation ca- 
racteristique 


f(r) =2b,r? + (a, + 2b,)r+ 2b,r +a, = 0. 


Ces solutions sont des intégrales particulières, comme il résulte de ce 
que la transformation 

y = esude 
donne l'équation 





| l | : 
—(2b,u+ 2D.) = =2b6,u>+ (a, + 2b,)u?+ 2b,u + a,, 


et l’on sait que les valeurs constantes # = r qui annulent le second 
membre sont des intégrales particulières de l'équation en wz: ces va- 
leurs n’annulent pas 20, u + 2b,, car autrement le discriminant D se- 
rat nul. 

On vérifiera sans peine le théorème suivant : 


Si les racines de Véquation caractéristique 
qd 


PAL) © 


: b 
sont SIMPLES Cf COMMENSURABLES el Si le rapport a eSt COMMENSURABLE. 
2 
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l’intégrale générale de l'équation est une RELATION ALGEBRIQUE entre 
Cy et C'e?, Cet C' étant des constantes arbitraires. 
>ar exemple, si l’on prend l'équation 


VY’ — SYY"+2yYY = 0, 


les racines de l’équation caractéristique sont o, 1, 2, et les coeffi- 
cients des termes en y” ont leur rapport commensurable : lintégrale 
sénérale sera algébrique en y et e*. On trouve facilement, en expri- 
mant x et y à l’aide de la variable uw introduite ci-dessus par la substi- 
tution 


Jolies, 
3 ag 
Cages EEE (fe. 
(u —1)? (uw —1)? 


L’élimination de w conduira à une relation algébrique entre y et e* du 
genre zéro. On mettra les expressions de y et e* sous une forme plus 
commode en faisant 
2 À? À 
LE CRE 
on a alors 
2(\?—1) 

pe A : 





Cae Cy 

Fo (1 + 22? > 
ce qui donne entre e* et y une équation du quatrième degré. Les so- 
lutions particulières y = k, y = ke*, y = ke>* sont aisées à retrouver 
sur cette dernière forme. Ainsi faisons, par exemple, 





À = @ Ci BAC’, 


les expressions de e” et y deviendront 


pane he’ .  16k(t2—C?) 
ah (C2? e)2” ee (+e) 
el, pour (Era; 
sh D 16. 
Pe) eae 


d'où 
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12. Prenons maintenant l'équation 
(24) my" + ary? + ay? + ay y + ay y + abyy' =0, 


où le coefficient a, est supposé différent de zéro. Si l’on fait le chan- 
gement de fonction et de variable 


dE 


Y=nu(x), 7 =p(x), 





l'équation prend la forme 


My H+ an + OH? + 28,79" + 28.9" + 28a qr’ = 0, 


où les nouveaux coefficients ont les valeurs (17) que nous reproduisons 
IG 
Cy = Ag hea, 


a, = a (pu+ 2uu')?+ auu?+2buu(uu+auu), 
ta, = a,u"?+ a,u?+ a,u?+ 2b,u'u" + 2b,u’u+2b,uuw; 


(17) 6, = auu(wu+ouu) + buu?, 


5, —(au"+ bu + b,u)y? u, 
5, = (au +biu +bu)(u'u +ouu) 
+ (b,u"+ au + b,u)uu. 


Pour trouver, comme précédemment, les invariants absolus les plus 
simples de l'équation, nous allons la mettre sous une forme réduite dont 
les coefficients seront des invariants absolus. 
Pour cela, nous donnerons d’abord à w et 4 des déterminations U et 
M annulant 6, ; nous aurons 
f Ab 
et, Mu la, 


MODULE - a, 


Les coefficients &, et 6, deviennent alors, si l’on y remplace 


M’U + 2MU’ 


Journ. de Math. (4° série), tome V. — Fasc, IV, 1889. 22 


02 P. APPELL. 


b 
par cette valeur — — MU, 
“0 





Ay Qo 


M?U? MU? : à 
Lo — Ay, oh (TA: ia B,), 


A, et B, désignant, suivant la convention déjà faite, les mineurs du 
discriminant D de la forme quadratique (24) relatifs aux éléments a, 
et b, 

A Gare 0 BP b,D;— Gane 


Deux cas sont à distinguer suivant que Vinvariant A, est égal à zéro 
ou différent de zéro. 


15. Supposons d'abord A, différent de zéro. On pourra alors dé- 
terminer U de façon à annuler B,, ce qui donne 


Bs dx 


| —e A, 
et, par suite 
’ ’ 


bie of finale 


Mie Has — à oA, : 
enfin, en appelant X la variable canonique 
X= [Max 
et Y la fonction correspondante liée a y par la relation 
y=YU(x), 
ona, après avoir divisé tous les termes par x,, la forme canonique 
(25) Y?+1Y°?+JY?+2KYY’=o 


avec trois invariants absolus I, J, K. Ces invariants, étant calculés a 
l’aide des valeurs précédentes de U et M, ont les valeurs 


Pe. A, heed 12 Ki Ss 


STE Æ re © 
M? A? 


M? ayM*A 





ee 
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où les numérateurs sont les invariants relatifs 











M, = y > — bi, 
sees | 
ao 
== He dB; dA, 
= B,—A,B;+A,-— —_ B, re 


l'expression de S,, résulte immédiatement de cette remarque que le 
discriminant de la forme canonique est 


Lal 2K): 


L’invariant relauf A, est de poids 2, 5, de poids 6, S,, de poids 12. 

Si Pon affecte de l'indice 1 les valeurs des quantités précédentes 
composées avec les coefficients «,, &,, %,, 8,, 82, 8, du Tableau (17) 
et la variable £, comme les quantités elles-mêmes sont composées avec 
Ay, Ao, ns V1, De, bg, étlavariable x, on a 


(@)),=ayuiu?,  (A,),—=Auui, D, = Dutur, 
\ 


M,=M> (5,), = Souleus, ANRT 


La variable canonique 


X= {Mdzx 
est aussi un invariant absolu; ona 
X,= {M, dt = [Mar =X. 


Toute fonction de I, J, K et de leurs dérivées par rapport à X est un 
invariant absolu de l’équation, et, réciproquement, tout invariant ab- 
solu de l’équation est une fonction de I, J, K et de leurs dérivées par 
rapport a X. 


14. Il serait aisé de trouver les conditions nécessaires et suffisantes 
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pour que l'équation soit réductible à-une autre de mème forme à coeffi- 
cients constants, ou pour qu'elle admette un facteur intégrant. Nous 
chercherons, pour traiter un autre cas d’intégrabilité, quelles relations 
doivent lier les trois invariants I, J et K pour que l’intégrale générale 
puisse se mettre sous la forme 


(26) y = lu, + hku,+ kus, 


het À désignant deux constantes arbitraires, et &,, u,, u, des fonctions 
de x linéairement indépendantes. 

On reconnaitra immédiatement, à l’aide du théorème suivant, si une 
équation donnée admet une intégrale générale de la forme (26). 


Pour qu'une équation différentielle 


VDS PES 
=ay"? + ay? + ay? +2b,yY y"+2b,y"y + 2b,;yy' = 0 


ait pour intégrale générale 
y=Nhtu,+hku,+ kus, 


U,, Us, Us désignant des fonctions de x linéairement indépendantes, 
het k des constantes arbitraires, il faut et il suffit qu'il existe une 
fonction k de x, telle que l'expression 


di 

EN AY 
dx 

soit décomposable en un produit de facteurs linéaires par rapport 

à y eta ses dérivées. 

L'un de ces facteurs sera linéaire et homogène eny,y',y",y":en 
l’égalant à zéro, on aura une équation linéaire ayant pour inté- 
grales u,, u,, u,; l’autre facteur sera linéaire et homogène en y, 
yyy"; en l’égalant à zéro, on aura une équation linéaire donnant 
des intégrales singulières de l’équation donnée | = o. 


Comme ce théorème est indépendant du choix de la fonction et de 
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la variable dans Péquation U(y, y’, y”) = 0, on peut changer de fonc- 
tion et de variable en posant 


F Pi Ug 
1 Her pal aL, => 
is 


Us 
y, désignant la nouvelle fonction et x, la nouvelle variable; on aura 


alors, en faisant 
11 
U3 


EL fs 

une équation différentielle ayant pour intégrale générale 
Vi=l?z,+hkx, +k, 

3, désignant une fonction de x,. En supprimant l'indice 1, on voit 

qu'on peut toujours ramener une équation de l’espèce considérée a 

avoir pour intégrale générale 

(26') y=/hz+ hkx + k?, 

z étant une fonction de x dont les dérivées par rapport à x seront ap- 


pelées z’, 3”, 3”. En différentiant deux fois l’équation ( 26’), puis élimi- 
nant / et k, on obtient Péquation différentielle 


Vv") 
= — (2"7'— ay") + y"[2"(y — cy’) — y"(z — xz')] = 0. 


Dans cette équation, les coefficients de y”?, y’?, y’y” sont 


t - >=! 
d=—2?—-3+xX3), 
112 
a, = mat we , 
SOV) 0 27 7 — 23". 


Pour que le coefficient a, fût nul, il faudrait 


19 


— 3?— 3+ "7'=0, 


dy 


oe 24 22 Ÿ— (2’y" — y"z 
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équation de Clairaut qui donne, par la differentiation, 
= 23's" + 23" = Oo 
ou v 
b, = O. 
On a alors, ou bien 


tt 
I 
© 
by 
| 
o 
@ 
- 
Ww 
| 
i) 
8 
| 
Q 


ou bien 





— 23 +X—0, DS 


On ne peut pas avoir z = cx — c?, car les fonctions z, x et 1 qui for- 
ment les coefficients de h?, hk et k? dans 


y=Wst+hkic+k 


ne seraient plus linéairement indépendantes ; on ne peut pas avoir 


2 


x . 
z = —, car alors on aurait 


4 
yet (az —- k), 


et y serait le carré de l'intégrale générale d’une équation linéaire : 
l'équation différentielle en y, Ÿ(y, y’, y”) = 0, serait alors de la pre- 
mière classe, caractérisée par &, = b, = 0, et l’on retomberait dans un 
cas examiné en détail (p. 393). 

Dans notre équation, invariant 


a pour valeur | 
"2 a 
A,=32°7(2— Te)? 


et, d’après ce que nous venons de voir, cet invariant n’est pas nul. 
Cela posé, on vérifie immédiatement l'identité 


alll 
1"! 


lay" (ea! — 3 — 2°) + y'2"(22'— x) + yz"]; 
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ce qui montre que, conformément à la première partie du théorème, 

l'expression 
CARTE aw 
dx 


se décompose en deux facteurs linéaires en y, y’, y”, y” pour 
Im 


À =2-,- L'un de ces facteurs égalé à zéro, 
Bie: RE Sy a" — 0, 


donne une équation linéaire du troisième ordre admettant pour inté- 
grales linéairement indépendantes 


Z, Ww, i 


ony d' ' ‘ei ’ 
le deuxième facteur, dont la valeur est A égalé à zéro, 


(a) ay’ (es —3z—3")+y'2"(25'—- x) +ys"=0 


donne une équation linéaire du second ordre admettant comme inté- 
grales particulières des intégrales singulières de l’équation Ÿ = o. 
Nous avons ainsi démontré que, si l'équation différentielle 


VO PÉTER a: y? + a, y” 
+ 2b,y y"+2b,y"y +2b,yy'= 0 


a pour intégrale générale 


(26) : vy =hru,+ hku,+ k?u;, 
l'expression 
ER 
NUS 


est, par une détermination convenable de À en fonction de x, décom- 

posable en un produit de facteurs linéaires et homogènes en y, y’; 
tf mM” 

De OME 


Réciproquement, si l’on peut trouver un facteur À, tel que 


(28) | pe PO, 


dx 
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P et Q étant linéaires et homogènes en y, y’, y”, y”, l'équation ) =o 

aura pour intégrale générale une expression de la forme (26). En effet, 
. dy 

ee < - a 72 EST . . 

l’un des deux facteurs P et Q contiendra seul y”, puisque + contient y 


au premier degré. Supposons que le facteur P contienne seul y”: alors 
l'équation 


P\=o0 


sera une équation différentielle linéaire et homogène du troisième ordre 
ayant pour intégrale générale 


13 ae C, v, # = Cv FE C; Pas 


C,, C,, GC; désignant des constantes arbitraires. 
Si, dans l'identité (28), on remplace y par cette expression, on a, 
quelles que soient les constantes C,, C,, C,, 


di = 
a — AV = 0; yy ICE A 


C étant une constante, fonction de C,, C,, C,, 
Ug 0 0.) 


Cette fonction o(C,, C,, C;) est une fonction homogène et du se- 
cond degré de C,, C,, C,; en effet, si, dans la forme quadratique 


es VY), 
on fait la substitution 
y = Ge, + Cie, + Cry, 
y'= Co, + Ce, + Cp, 
yy” = Gp, + Gr, + Go, 
on obtient évidemment une forme quadratique de C,, C,, C, ; en outre, 
le discriminant de la forme Ÿ étant supposé différent de zéro, il en est 


de même du discriminant de 9(C,, C,, G,). On pourra toujours rem- 
placer C,, C,, C; par trois autres constantes K,, K,, K,, liées à C,, 
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C,, C, par des relations de la forme 


C,—«,;K,+,.K,+a,,K,, 
C,=a,,K,+ a,,.K,+ rs Ko; 
C,=2,,K,+ as Ro + os Ke; 


les a;; étant des constantes dont le déterminant n’est pas nul, de telle 
facon que la forme quadratique 9(C,, C,, C,;) prenne la forme ré- 


duite 
K,K,— Ko; 
l'expression de y, 
M = a a Cae mar C,¢, 
deviendra alors 
y = K,u,+ K,u,+ K,u,, 
si l’on pose 
Ug = Hyp Py Ag Pq + UoiVa) CREP OY 


et Von aura identiquement, quelles que: soient les constantes K,, 
K:, K,, 
VO 41) = (KK, — Kae. 
Si l’on fait, en particulier, 
RENE KR, TER KKK, =, 
on voit que l’expression 
Y = h? Dis Aku, + k? us 


est une solution de l'équation (y, y’, v”) = 0 avec deux constantes 
arbitraires h et k: c'est donc lintégrale générale. 
Si, dans l'identité 
dy 
Aa VS EQ, 
on prend le second facteur Q pour l’égaler à zéro, on a une équation 


linéaire du second ordre dont l'intégrale générale est 


YH SVT E2Y0) 
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g,et 2, désignant des constantes arbitraires. En remplaçant y par 
cette valeur dans l'identité 
dy 
ee Mire DO, 
ona 
dive ae PU. 
ae — ÀŸ = 0, NET 


G étant une fonction homogène et du second degré de g, et g, 


G=5(1, 82): 


Si donc on établit entre g, et g, la relation 


($1, $2) =, 


qui fournit en général deux valeurs pour le rapport 2; la fonction 
2 


o 


VERRE Le Y 2 : 


sera une solution de Péquation Y(y, y’, y”) = 0; on obtient ainsi des 
intégrales singulières, comme il est aisé de le vérifier sur l'équation ré- 
duite de la page 405, admettant pour intégrale générale 





yo h?z + hka + he 


Ces intégrales singulières se déduisent de l'intégrale générale par les 
méthodes connues; nous les indiquons plus loin (p. 414). 

Le théorème précédent peut être étendu à des équations de tous les 
ordres et de tous les degrés, comme nous l'avons montré dans une 
Note présentée à l’Académie des Sciences le 12 novembre 1888. 

Exemples. — L’équation 


(29) 322? oy" (Bary +y)+ hy? =o 
a pour intégrale générale expression 


yeh? + hkx +R, 
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vérifiant l'équation y” =o, et pour intégrales singulières les expres- 
sions 
3+2V3 3— 92/3 


Re 
t— vd, 7 
J 524 7 


Ce 





vérifiant l'équation du second ordre 


32? y"— 3xy — y = 0. 
L’équation 


y'? (227? — 9x°)+ 6x(6x — 1)y y" + Oyy’ — 36xy? = 0 
admet Vintégrale générale 
v—=hx + hke + kh? 
vérifiant l'équation du troisième ordre 
He Vy) = 0 


et les deux intégrales singulières 


A pa ES 

24 9x2 —9x 

at | hate dx 
e hx2—X 


y=guyhe—te : 


vérifiant Péquation du second ordre 


yi (an Siga*) Ex (6x 1) +3 yo. 


C4 


45. Indiquons, pour terminer, quelles conditions doivent remplir 
les invariants I, J, K pour qu’une équation 


12 


GV + GE + a De ae 2 b, 14% aie 9 boy" Vv + 2 b, Vy aS 0. 
> 
Aye O, A hi O, 


admette une intégrale de la forme précédente 


y = leu, + hku,+ ku,. 
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Cette équation étant ramenée a la forme canonique 
D = VE IV JW + 2K YY’ =.0, 
où la variable indépendante est X, nous désignerons par I’, J’ et K’ les 


dérivées de I, J, K par rapport a X. 
En désignant par À une fonction de X, on a identiquement 





D ND AVY" RNA EL — 1) eee 
He (LRU MAR AK) Y VAE INT 


Il faut exprimer que, pour une détermination convenable de À, cette 
expression se décompose en un produit de facteurs linéaires de la 
forme 

2(Y"+ a Y"iie BY’ + yY)(Y’+ OY te EY. 
‘n identifiant les termes en Y”, on trouve immédiatement 
w vr 
== 0; eC; 


° N 
puis, en remplaçant o ete par ces valeurs, 


2% IN) l—aAl=o, J'— À\J = 27K, l+K=6, 
K’— AK =y+ aK, Ji hee 


L’élimination des indéterminées A, «, 6, y donne les deux conditions 
J—K°=IK, I(J’— 2 KK’) = I'(J — K?), 


dont la seconde s’écrit 


J—oKK' 

Je 1. 
el, en intégrant, 

J — K°—IC, 


C désignant une constante. En égalant ces deux valeurs de J — K?, on 
a la condition 


(K — C1 =<, 


Ow 
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qui donne 


(30) lL =? OF J — K?= 0, 
ou bien 
(31) hr Ve J = C?+ CT. 


Les premières conditions (30) ne peuvent pas être remplies, car elles 
expriment que le discrimimant de la forme canonique est nul. Les con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour que l’équation ait une intégrale 
générale de la forme indiquée sont donc les deux conditions (31). Si 
ces conditions sont remplies, on a 


i a ee O. 


TA Pats 21 


générale 


€ 


L’équation du troisième ordre qui sert à trouver l'intégrale 
est alors 


m1 i TW , CI’ 
Yy”— —Y’+(1+ C)Y’— = Y=o, 
21 21 
et celle du deuxième ordre qui donne des intégrales singulières 
tee (Y= 0; 


dont Vintégration est immédiate. 
Ainsi, lorsqu'une équation homogène du second degré en y, y’, y” 
admet pour intégrale générale 


v= lu, +hku,;+ kus, 


h et k étant des constantes arbitraires, la transformation qui ramène 
cette équation à la forme canonique ramène en même temps l'équation 
linéaire du second ordre donnant les intégrales singulières à la forme 
immédiatement intégrable | 

ER CNED 
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On vérifiera sans peine que, si l’on substitue l'intégrale générale de 
celle équation 


xt » p-Xy—€ 
Ys; Oe 220 ay LS 
dans l’équation canonique, on trouve 
S182— 0; 
de sorte que 
VE gy oy Pa , a Oa ie 


seront les deux intégrales singulières de l'équation canonique. 
Appliquons ce résultat à l'équation formée précédemment page 405 


(32) sa. ire th do La Ae yy! Bt (2.3! roll x) + yy"2" tan v7 ="2 ue 0, 
qui a pour intégrale générale 
yY=R3+hkx+k 


et qui admet deux intégrales singulières vérifiant l'équation linéaire 
du second ordre 


(33) —2y"(3®+3z—x3 )+y'z" (23 — x) +3" —=0o. 


Nous verrons qu’en faisant 


on a, pour l'expression des intégrales singulières de l'équation (32), 


— MANS \- pad Rire 
Y = ENCORE eae! eae 


g, et g, désignant des constantes arbitraires. On obtiendrait immé- 

diatement ces deux intégrales en cherchant les solutions communes 

aux équations (32) et (33). L’élimination de y” entre ces deux équa- 
! 

tions donnera deux valeurs pour i : les valeurs correspondantes de y 


7 


INVARIANTS DE QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. Â15 


sont celles que nous venons d'indiquer; on vérifiera qu’elles satisfont 
bien aux deux équations. 


16. La forme canonique précédente trouvée pour l'équation 


79 


My V+ a? ray + 20, y' y+ 2by'y + 2b, yy =o 


a été établie dans Phypothese que a, et A, = a,a,— b* sont différents 
de zéro. Voyons ce qui arrive si A,=o. Alors on pourra toujours 


faire un changement de fonction et de variable 
: dx : 
= YU(a — —M{(x), 
he ( 1 He (x) 


de façon à annuler le terme en Y’ Y” : on trouve ainsi (p. 401) 


= b 
M' > 6, PR ea th oy At es 
M + D, U —_ ae MU — C 


» 


Comme nous l’avons vu à l’endroit cité, le coefficient #, de Y'? se 





pret AMP Pr ren vor Ae 
réduit alors a x A,, c'est-à-dire à zéro, et le coefficient 8, de YY 
0 
: MU? 
devient — —— B,. 
Qo 


La quantité B, n’est pas nulle : car on a identiquement 
AA. Ba, D: 


comme A, est nul, si B, l'était aussi, on aurait D =o et le premier 
membre de léquation différentielle se décomposerait en facteurs li- 
néaires. On pourra alors déterminer M de façon à rendre le coefficient 
a, de Y’?, dans l'équation en Y, égal au coefficient 6, de 2YY’: ona 
ainsi, d’après les expressions (17) de la page 4or, où l’on remplace & 
etu par U et M, 





LES MU? 
eam et? —— B,, 
Name rl yg ate es Bat 
F a ft 


Puis ona 


ee == f Oy dx | + EN f St die 
Milam nes Ui Mite ine 
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En divisant tous les termes par à, — a,M‘U?, on ramène ainsi 
l’équation a la forme canonique 


Y?+ PY?+ 2QYY’+ 2YY’=o, 


avec deux invariants absolus P et Q dont l’expression est facile à 
former. La variable canonique X est aussi un invariant absolu. Tout 
invariant absolu de l’équation est une fonction de P, Q et de leurs 
dérivées par rapport a X et réciproquement. 

Il serait aisé de trouver quelles conditions nécessaires et suffisantes 
doivent remplir les invariants P et Q pour que l'équation soit réduc- 
tiblea une autre a coefficients constants ou admette un facteur intégrant. 
Mais je laisse de côté cette question, qui se traiterait comme les ques- 
tions analogues précédentes, pour ajouter quelques remarques sur les 
équations homogènes du second ordre et du second degré à coefficients 
constants. 


17. Lorsque, dans l'équation 
AV? + y + ay +2b,y y"+2b,y'y +2b;yy = 0, 


Ay, 4, A,, V3, Vs, D, sont constants, (a, Zo), l'intégration de l’équa- 
tion se fait par les méthodes élémentaires en remplaçant y” par 


| 


yw = ] : f ti | oenc tr y et / Il : te 
A dy’ ce qui aonne une equa 10n 10mogene entre 5 e iy. . CXISLE 


alors des solutions de la forme 





Me, 


k étant une constante arbitraire et 7 une racine de l'équation caracté- 
ristique 


f{r)=ar"+2b,r +(a, + 2b,)r + 2b;r + a, =o. 


Parmi les solutions ainsi obtenues, les unes sont particulières, les 
autres singulicres, tandis que, dans le cas de a, = o examiné précé- 
demment, elles sont toutes particulières. C’est ce qui résultera d’un 
exemple que nous allons donner. 
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se 


Si les coefficients a), a, a,, b,, b,, b, sont de la forme 


A 
1 


br ae b, = (x — a)*8,, b, = (x — a)8B,, 


OÙ A, %, Los Ans By, Bo, B, sont des constantes, on ramènera ce cas au 
précédent par le changement de variable 


By (UG -— eae (Da) GRECE 


C—\a= eC  - 
L’équation admettra alors des solutions de la forme 
eA ea)", 
, 4 ory L: 
r étant racine de l'équation 


o(r)= %r?(r—1)? + ar? +a;+28,r°(r — 1) 
+ 26,7 (r—1)+28,r =o. 


Certaines de ces solutions sont particulières, d'autres singulières. Par 
exemple, ’équation (29) 


327 y?— ay" (3ay'+y)+4yv?%=0, 


déjà examinée a la page 410, rentre dans cette catégorie : elle admet 
des solutions de la forme 
V — LE, 


r étant racine de l’équation 
ET) =3r7r 41)? — ar(r — 1)(3r +1) +4r = 0. 
Cette équation du quatrième degré a pour racines 


3-2 ya ! 313 
—— > ne — 9 Se A 7 
3 


OMR: 5 


Comme l'intégrale générale est 


yy hPa? + hha, k*, 


Or 
Jas 


Journ. de Math. (4° série), tome V. — Fasc. IV, 1889. 
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on voit que les valeurs r = 0, 7 = 2 donnent des intégrales particu- 
liéres correspondant à h = 0, k = 0, tandis que les valeurs 


» ae 3 + 23 g 3 2/3 
LAPS EE ys AE 


/ 7 
3 3 
donnent des intégrales singulicres. 

Ces conclusions peuvent être étendues aux équations homogènes 
d'ordre et de degré supérieur à coefficients constants. 


18. Une équation homogène du second ordre de degré n, ne con- 
tenant y” qu'au premier degré, c’est-à-dire une équation de la forme 


(34 ) py D CDs y) =—W, (y: V'); 


où ®,_, et W, désignent des fonctions homogènes de y et y’ de degrés 
nel n—1,se ramène à une des équations étudiées dans la. première 
partie, par la substitution 

y= stl LR 


vy 


qui donne 


du W,(1, uw) —u?®?,_, (1, w) 
de DA (1) i.) 








On pourra réduire cette équation à la forme canonique indiquée dans 
la première Partie et reconnaitre, comme nous l'avons vu, si elle est 
réductible à une équation à coefficients constants, par les substitutions 
employées dans cette première Partie. ; 

Lorsque les coefficients de l'équation (34) sont constants, l'équation 
(35) donne x en w par une quadrature, puis l'équation 


log y = f'u dx 


donne log y en w par une quadrature portant, comme la précédente, 
sur une fonction rationnelle. L’équation (34) admet alors des inté- 
orales particulières de la forme ke’, r étant racine de l'équation 


WG, r)— 8, (1, 7) =o. 


On étendrait aisément à ce cas le théorème de la page 399. 
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Si Pon a une équation homogène du second ordre de degré n > 2 à 
coefficients constants, contenant y” à un degré plus élevé que le pre- 


mier, elle admet encore des solutions de la forme ke”, mais ces solu- 
tions peuvent être singuliéres. Ainsi Péquation 


fe) +) 0 


a pour intégrale générale 
y pus Cerne er 
C et « désignant des constantes arbitraires, et pour intégrales SING U- 


lières 
yoke”, eas He 


19. Une classe importante d’équations homogènes se compose des 
équations dont l'intégrale générale peut se mettre sous la forme 


_ Gyuy+ Cyugt+...+ Crun 
PG. ¢, + Ge Ha) Gey 





(36) y 


OUR SUPREME 0... G, 
traires, U,, Us, ..., U, des fonctions linéairement indépendantes, ¢,, 
,, ..+, # des fonctions linéairement indépendantes; cette expression 
de y est donc le quotient de Vintégrale générale d’une certaine équa- 
tion différentielle linéaire homogène d’ordre n par Vintégrale générale 
d’une équation différentielle linéaire homogène d’ordre p. L’équation 
différentielle en y, obtenue par l'élimination des constantes 


désignent des constantes arbi- 


CR RC Ge Gi. Ga 


P 


sera d’ordre (x + p — 1), homogène et de degré n; la transformée en 


sera homogène et de degré p. 


<2 | 


. u . 
Pour le montrer, faisons y = =, l'expression (56) donnera 


Guv, + G,ue, +...+ G,uv, — Cou, — Cou, —...— Cou, = 0. 


En différentiant cette équation (m+ p — 1) fois et éliminant les 
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constantes arbitraires entre les (7 + p) équations ainsi formées, on 
obtient l'équation différentielle cherchée 





























up, UC, + up eu, ou, Le Up 
dus, dus, du, dou, deu, Avun 
dx da nt dx dx dx Al dx 
dus, dus, dus, d vu, d?çus d*vUn =n 
dx? dx? (Mi dx da? LE LEP de? 
AEP =? 105 ee ee ihe Pe tame ee Vil, a Pi d?+P—) gra 
—dantp-! d'A FR AI Ci adxt+Pp-1 dep) Aer Prt 2 TT ee 


On reconnait que cette équation est d’ordre (m+ p — 1) par rapport 
à wet»; elle est homogène et de degré p par rapport à uw et à ses dé- 
rivées, homogène et de degré n.par rapport à ¢ et à ses dérivées. Si l’on 


fait 9=1,0na 





HV 
et si l’on fait u=1, ona 
J 
Pr) 
a 


ce qui démontre la proposition énoncée ci-dessus relativement aux 


4 : . ñ . I 
équations différentielles en y et en x 


Soient 
ee Neate d"-1u d'-2u du 
ù | dre — a, dx! wo: Hs dx? a mn An_1 dx HR. Xn u, 
Fs Oe I Jp / a 
: dey de-\o GR 49 
DR PE + Ci ee eg (ACIER Q ag 0 
| dx? RES P1 dxPr—1 = Do dx?- ? ee æ Pp—1 dx ety DE 


LU ' 


les équations différentielles linéaires admettant pour intégrales géné- 
rales, la première 

CU Seas eee ot Cor, 
la seconde 

Ge, + Ge, -+...+ Gr, 


L'équation (35 )sera vérifiée si l’on y met pour & ete les fonctions les 
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plus générales vérifiant les équations (38); à l’aide de ces équations, 
on pourra, par différentiation, exprimer toutes les dérivées de wu 
. d'ordre supérieur à (n — 1) en fonction linéaire homogène de u et de 
ses (7 — 1) premières dérivées; on pourra de même exprimer toutes 
les dérivées de + d’ordre supérieur à (p — 1) en fonction linéaire homo- 
gène de ¢ et de ses (p — 1) premières dérivées. Ces expressions, por- 
tées dans l'équation (37), la vérifieront identiquement, quelles que 
soient 


;, du du dilly 
af ep Sah See 
* az dx? dx"—1 
de d*9 dp-¢ 
v, = ae BTR > | ON | i Me = 
dx dx? dap- 


De la un moyen de reconnaitre si une équation différentielle d'ordre 9, 
homogène et de degré p par rapport à y et a ses dérivées, admet une 
intégrale générale de la forme 


__Gu+CGu+...+ Cu 
_ Gni+Gr+...+G,r, 





On aura d’abord 


JDE 1, n=q—(p-t), 
ce qui exige g > p—t. Le nombre n étant ainsi déterminé, on fera 
u . tr ° 4 i] À 
y = ~ et il faudra que l'équation transformée soit homogène et de 
degré nen ¢. Enfin il restera à essayer si l'on peut trouver des fonctions 


deb de Oe Pampas «> 0, telles, qu'en faisant 


atu qi-ty e714 
—— Ee i " eS —— odes 
dx” M1 peat Ke ne CNE DOS 











dP» 3 dr=-1p NC: dm 


a Be est ton Be 


dap} 


1 . . i . er h n i a 
l'équation en = soit vérifiée identiquement, quelles que soient 


7 du au au 
ER, 
di ~ dx? dx"! 
dv d*y arte 
Vv, a? ey 


dx’ dx #7 dar 
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i) 


j2: 


20. Supposons, par exemple, que l’on fasse 


il = 2, P = 2, 
2 _ Gau+Gu 
À 92 dare Gi + Ger, 


“+ : u A 
l'équation en y = — sera alors du troisième ordre 























U0, Us CU, CU, 
duv, duy, deu, dovu, 
dx dx dx dx 
f LEE 
(40) dur, dur, d'ou deu, | — 9 
1 2 1 2 
dx? dx? ax ax? 
due, dues dou d'ou, 
Ne NE ee RL 2 
dx dx dx? dax 


homogène et du second degré par rapport à la fonction w et à ses dé- 
rivées, et par rapport à la fonction ¢ et à ses dérivées. 

Si l’on fait »>=1, w=y, on vérifie immédiatement que la plus 
haute dérivée y” figure au premier degré dans l’équation différentielle, 
que le terme en y”y” a un coefficient nul, et que le terme en y”y’ a 
pour coefficient 





(P20, — 1 0,) (Wau, — uit), 


expression différente de zéro, car les fonctions ¢, et », sont linéaire- 
ment indépendantes, uw, et uw, également. L’équation différentielle est 
done de la forme 


[ay + by) + ayy™+ aay" + my 


(41) 
Vi | + 20,VYY"+ 20, y"y + 2byy = 0. 


’ 1 ly = A A 
La transformée en a obtenue en faisant w= 1, doit être de la même 
forme. Si l’on a une équation du troisième ordre de la forme (41) telle 


' j . A . . . 5 
que la transformée en 7 soit de la même forme, pour voir si son inté- 


1 
Oo 
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grale générale est 


| — Cyu,+ Cu 
(39) po Gi; EGP 


(74 4 ’ oxi ’ Ld ’ RE: 
on posera y = — et l’on cherchera à vérifier l'équation proposée en fai- 


sant 


, 2 ! ! 
Uh, Ue U" = (a + a, + a, )U' + (4,4, + %,)U, 


= Bie + Bae, = (B+ B+ Ba) e+ (BB. + He 


Pour que l’intégrale générale soit de la forme ( 39), il faut et il suffit 
que, pour des déterminations convenables de &,, %, 8,, 82, les expres- 
sions précédentes de u”, u”, 0”, 6" vérifient l’équation en =) quelles que 
soient u, ©, u’, D’. 

On peut ramener les équations du troisième ordre et du second 
degré du type (41) à une forme réduite, dans laquelle b et b, seront 
nuls; les coefficients restants sont alors des invariants absolus. L’appli- 
cation de la méthode précédente fournirait les relations nécessaires et 
suffisantes qui lient ces invariants lorsque l'intégrale générale de l’é- 
quation est de la forme (39). 


24 On pourrait plus généralement chercher un caractère distinctif 
des équations dont Pintégrale générale serait de la forme 


C,u,+ C,u,+...+ Crty 
ane == Fm 
Gi 63 + Gor, +...+ Gye, 





lesvconmstantes CCG 0, Gr, G,, ..., G, étant liées par m rela- 
tions homogènes. Dans ce cas, Vintégrale générale ne dépendrait plus 
que de (n + p — 1— m) constantes arbitraires, et l'équation différen- 
tielle serait d'ordre (n+ p —1— 1m). Mais nous laissons pour une 
autre occasion cette étude, qui donnera une extension importante au 
théorème que nous avons eu l'honneur de présenter à l’Académie des 
Sciences dans la séance du 19 novembre 1888. 
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Sur le développement de logl'(a); 


Par M. T.-J. STIELTJES. 


Le but principal de ce travail est de donner une nouvelle déduction 
de la formule (formule de Stirling ) 


log I (a) = (a — +) loga — a +;log(27) 
B, B, B, 


1.24 DL d.0a 








et de faire ressortir que le second membre représente asymptotique- 
ment la valeur de log (a) (dans un sens que nous préciserons plus 
loin), même dans le cas où la valeur de @ est imaginaire, la partie réelle 
de a étant négative. 

Les intégrales définies que l’on a jusqu'ici introduites dans cette 
théorie présentent toutes cette particularité qu'elles ne sont valables 
qu'en supposant la partie réelle de a positive et ne conviennent donc 
pas à notre but. 


4. Il n'entre pas dans nos intentions de reprendre toute la théorie 
de la fonction [; mais, pour mieux caractériser notre point de vue, i 
semble convenable de donner une déduction rapide de toutes les for- 
mules dont nous aurons besoin. 

Nous adopterons comme définition cette formule 





. : 1.2...(m—1!) é MA 
(1) Es amie (HE: 


a 
Journ. de Math. (4° série), tome V. — Fasc. IV, 1889. oi 
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d’où l’on conclut immédiatement 


(2) T(a+1)=al(a) 


Cr ene C=O (7 200 


Par conséquent, la formule (1) peut s’écrire 


* eet lee on. 
Pa) =hm pray” (RERO 
donc 
. T(n+a) am NE 
(5) lim Par) à (1 60 


Une autre propriété qui découle immédiatement de la définition 
adoptée est celle-ci 


res 


(4) P(a)P(1—a) = 


sin(ra) 


Des formules (2) et (4) on déduit encore 


(a) T(— a) = 


asin(ra) 


au 





Ta ee - T 


cos(7a@) 


Remplacons ici & par wz, u étant réel; on en conclura 


ia hol ati Es 
mod T(ur)= (Ja e-ru)? 


9 


un ae. 27 
mod I G ote ut) + Va e-Tu 


2. Nous avons à considérer maintenant la fonction log l'(a). C'est 
là une fonction qui n’est pas uniforme comme l'était Fa). Mais il suf- 
fira de considérer une branche particulière de log (a&), et, pour la 
préciser, nous supposerons d’abord que log F(a) est réel lorsque a est 





| 
(9) 
| 
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réel et positif. Ensuite nous limiterons la marche de la variable par la 
condition qu’elle ne traversera jamais la partie négative de l'axe des 
abscisses : nous avons ainsi une coupure de o à — x». De cette façon, 
log (a) a une valeur unique et bien déterminée dans tout le plan, à 
l'exception des points de la coupure. 

Pour ces points particuliers, log l'(a) a deux valeurs selon que l’on 
arrive à un tel point par un chemin tracé dans la moitié supérieure ou 
inférieure du-plan. L’axe des abscisses divise le plan en deux parties : 
nous désignons ici par moitié supérieure du plan cette partie où se 
trouve le point + 7. La notation 


logT(a), logT(a) 


servira à distinguer les deux valeurs de log (a) aux bords de la cou- 
pure. Il est clair que la fonction log F(a), telle que nous venons de la 
définir, prend des valeurs conjuguées pour deux valeurs de @ qui sont 
conjuguées. Par conséquent, la différence 


pre = 

log (a) — logT(a) 
sera purement imaginaire. Il est facile d'obtenir cette différence. En 
supposant 


M — Tete Co < RÉ 


n étant entier et positif, la définition de F(a) permet de conclure im- 
médiatement 


(6) log L'(a) — logT (a) = — DT The 


95. Considérons de même la fonction log a en limitant la marche de 
la variable comme dans le cas de log l(a) : ona 


+ = 
loga — loga— + 271, 
donc 


(7) (a —1)loga — (a—!)loga = — 2zi[n +: 


hel 
| 

FR: 

nd 


{28 T.-J. STIELTJES. 


Posons 


on aura 


(8) f(a) — f(a) = 2ril! — EI. 


On voit que cette différence est indépendante de n et se reproduit 
ainsi périodiquement le long de la coupure. ' 
Définissons maintenant une fonction d’une variable réelle x ainsi 





to) | P(x)=i-x (0 <T <i 
a P(x +1) = P(x), 

et posons 

(10) Kaye pe an. 


Nous définissons ainsi une fonction qui existe dans tout le plan, mais 
qui admet comme coupure la partie négative de l’axe des abscisses. 

La différence des valeurs de J(a) aux deux bords de la coupure 
s'obtient immédiatement à l’aide de la formule de M. Hermite (Jour- 
nal de Borchardt, t. 91, p. 65 


SVT 


(11) J(a)— J(a)=2ril! — El. 


L’inspection des formules (8) et (11) conduit à considérer la diffe- 
rence f(a) —J(a); posons donc 4 


(12) ¢(a) = logT(a) — (a — !)loga —J(a); 
on aura 
g(a) — 9(a) =0, 


c’est-à-dire que la fonction ¢(@) est uniforme dans le vrai sens du mot, 
sans limiter la marche de la variable. Il est facile à voir aussi que 9(@) 
reste toujours finie et est, par conséquent, holomorphe dans tout le plan. 
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Mais il n'est pas nécessaire d’insister sur ce point, car nous allons voir 


qu'on obtient facilement expression explicite de cette fonction 5(a). 


4. Pour cela, il est nécessaire d'étudier d'abord la fonction J(a). 
Si Pon écrit 


ig + P(x) AE 
Va)= f Ede+ f dr + f Trad +... 


on a, d’après la définition de P(x), 


(13) J(a) => /f IT de, 


c'est-à-dire 


ao 


(14) Ja) =D [(a+ n+t)log( EE) — 1], 


0 








etil est clair qu’on a 


Cro J(a) —S(a+1) =(a+$)log(“F*)—1, 





L’équation (14) peut donc s’écrire 
J(a) = (a +n)—J(a+n+1)|, 
done 
(16) limJ(a+n)=o (sta): 


5. Les formules (15) et (16) nous permettent de reconnaitre sans 
difficulté la nature de la fonction ¢(a@). En effet, nous calculons d’abord 


g(a+1) — (a) 
— loga — (a+ t)log(a +1) +(a— })loga — J(a+1)+ Ja), 


c’est-à-dire, d’après (15), 


Q(a+1) — (a) =—1. 
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Donc, si nous posons 


o(a)=—a+Ÿ(a), 
c'est-à-dire 
/ 


(17) La) = logl'(a)—(a—t)loga+a—SJ(a), 


la fonction Ÿ(a) admettra la période 1 


p(a+1)= (a). 
Soit z un entier posilif, on aura 


d(a+ n)— Ÿ(n) 
= log (a+ n)—logl(n)—(a+n—;)log(a+n) 
+(n—s)logn+a—J(a+n)+J(n). 


Faisons croître indéfiniment l’entier n, à cause de la périodicité de 
la fonction Ÿ, le premier membre ne varie pas et reste égal à 


Y(a)— (0). 


Pour avoir la limite du second membre, il suffit de remarquer que, 
d'après (3), | 


lim[log (a+ n) —logT'(n) — alogn| =o (n = 90) 


et, d’après (16), 
limJ(a+n)=lmJ(n) =o (n =). 
4 


On obtient ainsi 


Y(a) — Y(o) = 0. 


La fonction Ÿ se réduit donc à une constante que nous désignerons 
par C, et nous obtenons ainsi 


(18) log (a) = (a — $)loga—a+C+J(a). 


G. Il nous reste à obtenir la valeur de la constante C. 
Remarquons d’abord que la valeur de C est évidemment réelle. Cela 
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étant, remplaçons, dans la formule (18), @ par wi, u étant réel et po- 
sitif, et faisons croître indéfiniment w. C étant réel, on pourra négliger 
la partie purement imaginaire, et l’on aura 


C = lim. partie réelle de [log P(uz) — (ur — $) log(ur) — J(ui). 
Or nous verrons bientôt que 


(19) lim J(ur) = 0, 


et, d'autre part, ona 


p.r. (ai — +) log(ur) = p.r.(ui — (loge + =i) se tO Le = 


et, d’après la formule (5), 


pr. log (ui) = Hlog(2r) — {logu — !log(e®t— e-*); 
donc 
C= lim flog(27) —:log(r — e-?™) = flog(2z) 


et, définitivement, 
(20) log (a) = (a— $)loga — a + {log(27r) + J(a). 


C’est la formule que nous voulions obtenir et qui servira de point de 
départ à notre déduction du développement de log l(a). Elle ne se 
distingue de la formule qu'on emploie ordinairement dans ce but que 
par la forme sous laquelle s’est présentée la fonction J(a). 

En effet, la formule (10) 


SPC 
Ja)= fo dr 





est valable dans tout le plan et admet seulement comme coupure la 
partie négative de l’axe des abscisses, tandis que les formules de Binet 


à I I Ler oe 
(21) J(a) = (—= — Fe EE ;) es dx, 
I BERL CLL I 
(22) Iie) = afl Raed Geo) 


L 
e 











supposent essentiellement que la partie réelle de a soit positive. 
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Cette formule (10) est due à M. Bourguet qui l’a obtenue sous une 
forme légerement différente dans un Peni inédit, mais dont nous 
avons eu connaissance. 

M. Bourguet obtient, en effet, une formule qui, après un change- 
ment de variable, peut s’écrire 


dx INn2ATT 
EN SE 
LT+a nT 


el, comme on à, pour toute valeur réelle de x, 


œ . 
SINn2A2TrT 
DD eee 
1 





— 
D 
— 


la relation avec la formule (10) est évidente. 


La formule (16) montre que J(a) tend vers zéro lorsque a croit 
indéfiniment d’une certaine manière. 
Il est important de généraliser ce résultat. Pour cela, reprenons la 


formule (13) 
i Fi s 
J(a) bare ee ee Oe 


1 


aah ase Se. 1 8 DR 
[eee | 
ee eT ers ae 8 dh on Ts | est ae 


A0 


et remarquons que 


1} 


Ny 


1 
3 4 ; 
ae 


Weare ge 
= yi ——_——_ dx us : dx ; 
5 Ah -- 2& 0 DETENTE 








donc 
1 
4 x , : \ 
ey Ur ey pa pi 
(24) (a) = f G Dee reer 
0 
ou 


CE 


(4 


Be a a(4— rx) dx 
(25) ICONE xf (a+ eed ace 
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Supposons d’abord a réel et positif, J(a@) Vest aussi, et, à cause de 
(a+n+ax)(a+n+i-x)=(a+n)(a+n+i1)+ax(i-x), 


on aura 


2 


2(1— x) dx Pari I 
wo< Bf (a+n)(a+n+i EN TRES 


0 








e Lh et 


124 
Prenons maintenant, dans la formule (25), 
a= Re", 


R étant positif, et l'argument 9 compris entre les limites = 7. Il viendra 
évidemment 


mod J(Re®) <Y f Acer) 
0 0 


| — 








mod(Re®+ n+ x)(ReŸ+ n +1— x) 


Nous remarquons ici que nz + « et a +1— x sont réels et positifs. 
Or, b étant réel et positif, on a 





mod(Re®+ b) = y(R + 6)? cos?46 + (R — 6)? sin? 44, 
mod(Re®+ b) >(R + b) cost), 


done 


wp 





es 2 eee dx 
modJ(Re Here LS bee (R rer Tr) 
c'est-à-dire 
mod J(Re®) <= se (R) 


et, à plus forte raison, 


(26) mod J(Re®) < —,1, 


12R cos?. Tae 
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On voit par la que, lorsque a croît indéfiniment, J(a@) tend, en 
général, vers zéro. Il ne pourrait y avoir exception que dans le cas ou 
argument 4 tendrait en même temps vers la limite + ou vers — 7. 
La formule (19) que nous avons admise provisoirement est aussi une 
conséquence immédiate de la limitation que nous venons d'obtenir. 


8. Considérons maintenant le développement de J(a) suivant les 
puissances descendantes de a. Si, dans la formule (10), nous rempla- 
cons P(x) par son développement en série trigonométrique (23), on 
aura 





A à 
te a SINAN TL dx 

J (a) — [ D === GÉRÉE = 

ve 2T TEST 


pi 
el, en intégrant par parties 2k — 1 ou 24 fois, on obtient 


B, 
24 DU 


: B,. 
(2k —1)(2k)a* 








(27) Ia) = = + ul i + J(a), 


le terme complémentaire J,(@) se présentant sous l’une des deux 
formes suivantes : 


eo 


Y COS2NT EL Ax 
D2k—1 (nr)?# (x + a) ? 
1 


eva: hy D sinannx dx 
ee (2 / 2x) (en a ress 
1 


vy 


© 
RS 
D 
= 
= 
D 
De 


Jx(a)=(— 1}. 
(28) 
Jia) =) a 


D 


Les nombres de Bernoulli s’introduisent dans la formule (27), par 
suite de la relation 


eee oO kh 4) 3h 
aie DE 2" rh, 
Posons 
CE \ k sInant 
“)=(—1)'.1.2 2 D. nr pee’ 


on a évidemment 


PACE 2°), 


Or 
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et la seconde des formules (28) peut s’écrire 


(29) Hace (eet | eae) 


der (ena) 


ou encore 





1 za 
‘ +6 Mi. yy I px 
(30) J,(a) = [ I Be) wigan D: 


Si Pon remarque que 
Byct ee x ) re PC 


on déduit facilement de (30) cette formule 


L 


PMR 4 = I I 
(31) Jx(@) =f Po) PACS (a+ n | dx. 
0 





Ces diverses formules présentent la plus grande analogie avec les for- 
mules (10), (13), (24). I faut remarquer, en effet, que, dans l’inter- 
valle ox a <1, P,(x) est un polynôme du degré 2k + 1 en x dont 
l'expression est bien connue. 

Il est clair aussi que 


Ha) dia += f at es dr: 


la valeur explicite de cette différence se déduit des formules (27) et 
Cray 


9. Nous allons chercher maintenant une limite supérieure pour le 
module de J,(Re®). La première des formules (28) conduit facilement 
k 
au but: il suffit de remarquer que 





(ok ao cosanne < 1.2. (2k —') <r ye 


ee (11 34 == TE PET el: o 


mod(a + Re) > (a + R)cos$4 
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pour obtenir immédiatement 


By 
seh HS 





(32) mod J,(Re”) < = -(séct0)%. 


Pour obtenir une autre limitation, nous déduisons de la seconde des 
formules (28) par une integration par parties 





5 4 k 1— COS2NTI#X dx ' 
(522 J,(a) a | (— 1) I. DU can of Se Qi root (æ+ a) fr? 
d’où l’on conclut 


mod iain pe (2k oer > I— COS2NT 2X dx 


Fois a INDES DT 
2h+2 D? +1 22H (pa yee? +2 (+R) 





c'est-à-dire 


mod J,(Re”) < PQ mod J,(R). 


Mais, lorsque a est réel et positif = R, la formule (33) montre que 
J,CR) a le signe de (— 1)‘, et, à cause de 





A (— WA > I 
JR) a dé CR) 7 (ak+1)(2k+2) R241? 


J,(R) et J,,,(R) ayant signe contraire, il est clair que 











Ba. I 
mod J,(R) < a were 
lone 
re - B,. (séc 16)24+2 
Df. iO k+l 2 
(34) mod J,( Re”) < CO )\ CRE 


Pour k = 0, on retrouve la limitation (26). 
On voit que, R croissant indéfiniment tandis que l'argument 4 reste 
constant, ona 


lim R* J,(Re®) = 0, 


tant que le nombre fixe « est inférieur à 24 + 1. 
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10. Soit f(z) une fonction uniforme dans cette partie du plan où la 
partie réelle de z est 20. Supposons de plus que /(3) n'ait ni pôles ni 
points singuliers essentiels dans ce domaine. Alors on aura, la partie 
réelle de & étant positive, 


(35) FOIE Es 


(07 
intégrale étant pris r à composant de la partie de 

l'intégrale étant prise sur un contour C se com t de la partie d 
l'axe imaginaire de — Ria + Rz et du demi-cercle obtenu en faisant 

>. Len ê, T . < . . . 
varier 9 de + = ioe dans l’expression 3 = Re’. On doit supposer ici 
que le rayon R soit assez grand pour que le point @ soit compris a lin- 
térieur de C. Le point — & étant évidemment en dehors de C, ona 

> AN 
(36) 0 — JU) qz 


et, par suite, 


Tam af(s) 5) 
(37) fay= 7) Gnd. 


Supposons qu’on ait 





(38) lim f mod sae 5) ds = lim ps f mod f(s) ds 0! RE 


intéger étant prise sur le demi-cercle de rayon R, la formule (37 
Pintegrale étant e sur le d le d R, la f ECS) 
donnera, en faisant croître indéfiniment R, 


+ © 


: fee af(2) t (fea (efi) 
Co af fds =~ | Gi, 


 — D 








la variable w parcourant les valeurs réelles de — «a + x 

Dans le cas où la fonction f(z) prend des valeurs conjuguées pour 
des valeurs conjuguées de la variable, cette formule se simplifie encore, 
et, en posant 


(39) f (ui) = x + we, 
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on aura 


; Oe te oe ad 
(40) f(ay=2f a du. 


0 


Les formules (35) et (36) donnent encore, par soustraction, 





aie 1 8 fed 12) dz, 


~ #2 
KL, (C 


(ers 


d’où Pon déduira par un raisonnement semblable 


ry * 2 fe ur 
At a) eae ee (ti: 
(4 ) fk ) tJ, ate ut ’ 


mais ici il faudra remplacer la condition (38) par celle-ci, 


; : : 5 So dl 
(42) lim / mod ZS) daim Rp mod f(z) dz =o, =, 
l'intégrale étant prise encore sur le demi-cercle de rayon R. 

Les formules (40) et (41) montrent comment on peut calculer (sous 
certaines conditions) la valeur de 


f(@)~ patiieweeliede. a>, 


en connaissant seulement soit la partie réelle, soit la partie purement 
imaginaire de f(uz). Elles présentent une certaine analogie avec la 
formule qui permet de calculer la valeur d’une fonction u de deux 
variables réelles satisfaisant a 


Ou du 
Out À Oy? ae 
en tout point à l’intérieur d’un cercle, si l’on connaît la valeur de w sur 
le contour du cercle. 

La fonction f(z) = logz satisfait à la condition (38) : toutefois elle 
devient infinie pour z= 03; mais, l'intégrale qui figure dans la for- 
mule (40) conservant un sens, il est facile de voir que cette formule 
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reste applicable dans ce cas. I] en sera de même de la fonction J(z), 
qui satisfait évidemment à la condition (38) d’après la limitation (26 ), 
la circonstance que, pour z = 0, J(z) devient infini comme log z n’em- 
péchant pas la formule (40) de rester applicable. A l’aide des for- 
mules (20) et (5), on trouve, dans ce cas, 


Bett log | 
CR", re " 


I ee ELLIE I 
Ae = log : 
( ) T : a? + u? Et) Fe Tu 


C’est la formule de Binet, que nous avons rappelée plus haut (22). 


donc 





11. Pour montrer une autre application de la formule (40), nous 
considérons la fonction 


F(z+0b)T(z+1— pb), 


b étant une quantité réelle, et nous remarquons que le module de cette 
fonction pour z= iu (u étant réel) s'exprime par les fonctions élé- 
mentaires. En effet, ce module est égal à 





VECb+iu)T(b—iu)T(i—b+iu)F(i— b—iu); 


mais 
P(b+ iw) b — w)= k 


sinr(b +iu) 


P(b — w)Ta— b+iu) — . 


sint(b— iu)’ 
d’où l’on conclut la valeur du module 


2T 








Vert e—?27u — 9 cos2 br 


Cela étant, on s'assure facilement que l’on peut prendre dans la for- 
mule (40) 





f(z) = $log ED _ Hogz, 


r(s)T(s) L 
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mais il est clair qu'il faudra supposer 
Oo 


pour que la fonction f(z) reste finie tant que la partie réelle de z est 
positive. En effet, en introduisant la fonction J(z), on voit que f(z) 
tend vers zéro lorsque = croit indéfiniment (la partie réelle de z restant 
Loujours =o), en sorte que la condition (38) se trouve satisfaite. Un 
calcul facile donne d’ailleurs 


e?Tu == en 2Tu — 9 COS2 br 











5 1 à 
a ee log (er — e-nu)2 a 

done 

'] T(a+b)T(a+i—b) 

AU 2 3 
13 2 = C(a)V(a) 
Mie ' I * adu _ Pete 4+ e-2h __ Cos2 br 

= Ul gore = |00 
TND ie on | 2 + nu? oO (eT e-Tu )2 
10 


(Deve yy. 
12. Il est clair que la fonction 


erm QT) cos2 br 


log ais a ean Na 


reste toujours positive; en écrivant donc 


ue’ 





u2h—2 
2h 


Sat (= ame 


a En: ue ut re 
=-— +5 -—...+(—1)' k-l(q@? + uw?) 


at uw a a” a? 
et supposant a réel et positif, on obtiendra pour Vintégrale qui figure 
au second membre de (43) un développement suivant les puissances 
descendantes de a, qui jouira exactement des mêmes propriétés que la 
série de Stirling. 

Nous écrivons ce développement ainsi 





fis ON Cred BEY Ce ra) Bye is 0,(b) v3(0) 
( | 5106 F(a) 0 (a) Tico) a ‘oh 
| a Lai (d) se Re 


\ (2k —1)a?4-! 
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en posant 
© b 2, 0 0 500 f e?Tu 4. p—2Tu 9 COS2 br 
(45) Pan+1 ( ) ae ( ) u?! los: : du 
22-1 20 : Le) (em e—Tu)? 


La fonction ©,,,,(b) n’est autre chose que le polynôme de Ber- 
noulli, qu'on peut définir, soit par le développement 


kh 


efx — x 
M el 





= b-+9,(b)a + 9,(b) = +...+ 94(b) See 


er — I 
soit par la condition que, pour b entier et positif, 
o,(b) =1*+ 2*+...4+(b—1). 


La formule (45) montre clairement que 9,,,,(0) a constamment le 
signe de (— 1)"*! dans l'intervalle (0, 1), et est croissante dans l’inter- 
valle (0, +), tandis que 


Don+1 (x Dur b) Fe Dans: (D): 


C’est à M. Hermite qu'est due l’idée de faire dépendre les propriétés 
des polynômes de Bernoulli de leurs expressions par des intégrales 
définies. La formule qu'il a obtenue dans le tome 79 du Journal de 
Borchardt 


u?27+1 du 


2 Tu —Tu 
— +1 Sy DES Ce 
Don+1 (b) <a (— 1) 4 sin b =f (a =) eu 4 e—2Tu__9 COS2 br 


se déduit de (45) par une intégration par parties. 
Nous remarquons encore que la série infinie 
v:(d) 03(b) o5(d) 


a a 3 a ra 5 aÿ TE 








est divergente. C’est là une conséquence de ce fait, facile à démontrer, 
qu’en posant 


tis =i" u" f(u) du, 
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f(u) étant une fonction qui reste toujours positive, on a 


Co C3 Cr+1 
5 Sig ge CL 


. C 
lim == = + 9, 


n 
15. Considérons maintenant la fonction 


T'(s+ 5b) 
LISE?) 


b élant une quantité réelle; nous remarquons que l’on obtient faci- 
lement (à un multiple de x près) l'argument de cette fonction dans le 
cas où z = ui. En effet, soit 


r(b tu) el r(b—iu) as 
T(i—b+iu) ? DOTE b — 14) FANS 
donc 
; T(b+iu)T(1—0—iu) ptai 
T(b—iu)T(i—b+iu)  ” ? 


€ 

c'est-à-dire 

our MONT (Oi) 

g eS ea trappe aes. À 
sint(b + tu) 


On voit que « est égal a l'argument de 


x ; À et + e7 Tu £ et __. eT 
sinr (bu) = bin bat a) 1 cosh ee. 
23 2 


\ 4 


Supposons o << b <1, en sorte que sin br est positif, on aura 


Tu o—Tu 


cotba 


a= kn arc tang | CRUE ga Tw \ 


; : T é eas : 
l’arctang étant pris entre + Ventier k est nul si l’on veut que @ s’an- 


nule en même temps que w. 


SUR LE DEVELOPPEMENT DE logl'(a). 443 


Cela étant, posons 


1 T(:+b ; 
| ie eh — (b—;:)logz 


dans la formule (41). On voit facilement que sur le demi-cercle de 
rayon R le module de f(z) devient très petit et s’annule pour R=2x: 
donc la condition (42) se trouve satisfaite. Un calcul facile donne 
ensuite 

TU = eh 


— 4 fe 
Daf (+ — bjr = arctang (or 


cotbr), 
ou, 


4 
== > arctang | ——___—__ 
bes 8| cos(2 bz) 


er?T# sin (abr) | 
, 
si lon remarque que 
(5 — b)x =arctang(cotbz), 


el, par conséquent, 


dog RER loga 
16 2 OT(a+1—b) 277» 
(4 ) Ou du | er °"w sin(20r) 
ps ——; arc tang | —— 
: mr), +u 1— e-?™" cos(2 bz) 
lo PST). 


L’arc tang qui figure dans cette formule ayant un signe constant, qui 
est celui de sin(2bz), on voit que l’on peut déduire encore de cette 
formule un développement en série qui jouira des mêmes propriétés 
que la série de Stirling 





i T(a+b) \ “9 
; zl (ae tay à | Lie) loge 
(47) HOME AUSTRALIE" 
“ME IE | PIE 7 


' 


ou 


a *T4'sin (2 br) 


: du. 
1=—"e *™ ¢0s (2 = | 





21 


À __7y\r—1 “pe 
(48) Dan (D) = ( 4 if u2"—' arc tang | 
0 
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Ici 9.,(0) est le polynôme de Bernoulli, tel que nous l’avons défini 
précédemment. On voit que 


Pon(1 — b) =r Pan(D), 
et que dans l'intervalle (0, +), 92,(0) a le signe de (— 1}*". 


14. On peut se convaincre facilement que les fonctions 9 qui figurent 
dans les formules (44), (45), (47) et (48) sont les polynômes de Ber- 
noulli. En effet, la somme de (44) et (47) donne 








(49) NO ro ee Og a 


Or supposons b entier et positif; on a 


6=—1 
T(a+b) “A ‘ j n 
log Take loga(a+1)...(a+b—1)= bloga + Ÿ log (1 +2) 
1 
ou 
b—1 
ni NC rl Ps > n n°? n° | 
bg ble ED aah hag ATEN 
1 


et l’on a précisément 
b —1 


fi r 
D ltée =— Dx( b). 
1 
On voit aussi, par ce raisonnement, que, lorsque b est entier et 
positif, le développement (49) est convergent sous la condition 
moda > b— 1. 


De même, si b est entier et négatif, on verra que ce développement 
est convergent sous la condition 


moda > — b. 


Mais, pour toute autre valeur de b, la série (49) est toujours diver- 
gente. 
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